IV Flachen und Flachenintegrale

Unter Flachen stellen wir uns dunne Platten vor, die auch verbogen sein durfen

Av AZ dreidimensional

> U >y

Definition:  Es seiD < R*offen und messbar (d.h. wohl def. Flacheninhalt). Unter
einem Flachenstlck versteht man den Wertebereich einer stetig diffb.

Abb. ¢: D — R*. Dabei wird vorausgesetzt, dass rang(Vé(u,v)) =2
((u,v)e D) .Die Abbildung¢, wie auch ihre Funktionsgleichung

x = ¢(u,v) nennt man eine Parameterdarstellung des Flachenstlcks
oder auch Flachendarstellung.

u,v heillen die Parameter des Flachenstiicks und D der zugehdrige
Parameterbereich.

Die Parameterdarstellung x = ¢(u,v) erhalt mit den Komponentendarstellung

X ;(u,v)
x=|y 9w, v)=|yu,v)
z z(u,v)
die explizite Form
X(,v) X
;(u,v) sowie: ¢(u,v) = Z y_v
E(u,v) z, z,
x, x,
Qu = yu ’?v = yv
[ — | == —
1.4b1. z 1.4bl. z

u v

Nach Def. hatV¢(u,v)in Dden Rang 2, d.h.gu und stindv (u,v) e Dlinear abhangig.

Somit gilt
¢ xp #0 inD



Die von 3 und 9 aufgespannte Ebene durch den Flachenpunktg(u,v)ist die
Tangentenebene mit der Parameterdarstellung
x=0u )+ w.v)+up (wv) (AueR)
und
x=A¢ (u,v)=A¢ (u,v)
nennt man Tangentialebene.

Der auf der Tangenten- und Tangentialebene von ¢(u,v) senkrecht stehende
Einheitsvektor

9,%9,
0, +9,

heil3t Flachennormale.

n=

Fir ein regulares Kurvenstick T'(7) = (u(1),v(?)) te [a,b]im Parameterbereich Dist das

Bild y(¢) = q)(F(t))eine regulare Flachenkurve, deren Tangentenvektor }./(t) = ¢_)u I:H- ¢_)v
In der Tangentenebene liegt.
A A

D

Die Bogenlange s(¢) = ﬂ;./(t) dt ergibt sich

~(0,i+0,5) (o, iﬁ@i}[@ﬁ@v}tw[za+¢_>v}it%+{z>u+¢_>in5

7]
=FE =F =G
u 1 0
Beispiel: pw,v)y=| v |, Vo= 0 1
g(u,v) g, (u,v) g,(u,v)
o g 1 — g
.72, T |78 |.n= -g,

1 V1+gu2+gv2 1

E:1+gu2’f:gu.gv’G:1+gv2



Flachenintegrale

Ein Flachenstlck F bezeichnet wir als doppelpunktfrei, wen es mit einer
Parameterdarstellung¢ : D — R’ beschrieben werden kann, die eineindeutig ist auf
ganzD.

Flacheninhalt

Motivation: Essei F:¢: D — R’ein doppelpunktfreies Flachenstlck.

Der Einfachheit nehmen wir an, dass D ein achsenparalleles Rechteck sei

A
v

// 0, Q)

D sei in Teilrechtecke 0,,...,0, zerlegt. Wenn Rechteckzerlegung fein genug ist,
haben ¢(Q, ) Parallelogrammgestalt. IstQ, ein Teilrechteck in D mit den Seitenlangen

AuundAvundu, = (u,,v,) sei der linke untere Eckpunkt von Q,, so hat¢(Q,) beinahe
die Gestalt des Parallelogramms, welches von
O(u; + Au,v;) = P(u,v)
und
P(u;,v; +Av) = @(u,v)
aufgespannt wird.

O(u,,v, +Av)

O(u; +Au,v,)

P(u;,v;)

Die Vektoren sind ungeféhrq_)u(ui,vi)Au bzw. ¢ (u,,v,)Av FUr den angenahrten
Flacheninhalt|Ad,| von ¢(Q,) gilt
|A5i| =0, (ui,vi)x¢v(ui,vi)|AuAv




m

> [0, v )%, (v Aury - @

i=0

Als Naherung fur den Flacheninhalt von F erhalten wir

Wir sind also motiviert in® (Au)* + (Av)*gegen Null streben zu lassen und so zum
Integral Gber zu gehen.

Definition:

Als Flacheninhalt eines doppelpunktfreien Flachenstiicks F: ¢ : D — R®
definieren wir die Zahl

A(F)= [1d6 = J\g (1, V) X (,l_)v(u,v)‘d(u,v)
F D
Der Ausdruckdd = ‘q_)u(u,v)xq_)v(u,v)‘d(u,v) wird gelegentlich als
Flachenelement bezeichnet.
Bsp.: Kugeloberflache

X FCOSQCcosoO

K:| y|=|rsingpccosd pel0,27] 56{—%,%}
z FCos @

4K)= | [0, p.6)x0,(p.6asitp

—rsin@cosd) (—rcos@sind
:” Fcos@Qcosd |X| —rsin@sind |dode
0 rcoso

—r’cospcos’ &

1
rsingcos’ & dodp =r’ J-J.(cos4 8 +sin’ § cos’ 5)5 dodo
r’sindcosd

2

2
]
0

—_ 3

\cos 8|dod g = 4mr?

SRR



Oberflachenintegral einer skalaren Funktion

Definition:  Es seiF :¢: D — R*ein Flachenstiick und f: S — RmitF c S c R*eine

stetige Funktion. Dann bezeichnet man
Jrds = [1lpwnle, o | dw.v)
F D ’

als Oberflachenintegral von 1 Uber F .

Motivation: D sei der Einfachheit wegen als Rechteck vorausgesetzt. Wie bei
Flachenberechnungen sei es in Rechtecke Q, ..., 0, zerlegt. Damit ist

in ,Maschen” f(Q,) aufgeteilt.
Der Flacheninhalt einer Masche ist ungefahr
AS, =|p x¢ )AuAv

=vl(u,y

(u,,v,)e O,, Au, Av Kantenlangen von Q,
Folglich liefert die Summation Uberi =1....,nvon

f(Q(“iaVi)'A5i
und anschlieRender Ubergang zum Integral das Oberflachenintegral in
der Form J' f(x)do
F
Bsp.: Auf der Einheitskugel mit der Oberflache
X ¥ COS @ COS O
k:|y|=|rsin@cosd (pe[o’zﬁ]’ée{_z’g}
. 22
z rsin @

sei eine Ladungsdichte f(x, y,z) = z> gegeben.
Wie grol} ist die Gesamtladung?
e Parametrisierung von k ? (gegeben durch Aufgabenstellung)

e Bestimmen von (,7_)(1_) “ und‘(;_)u X?V‘

FCOS P Cos O
#(,6) =| rsingcosd
rsin @
‘Qw X?(s‘ = r2|cos 5| (s. letztes Bsp. ,Berechnung der Kugeloberflache®)

e Parameterintegral berechnen
T
2

]

—_— [N

[reods= T zj oo, 5)).‘(;_;” xg_)v‘d&z’go =r? [ [r*sin® 5cos dldddg

2

N

T

. 3 E
r2sin® 8 cos XM :2r47t-[sm3 5} = 2‘%%

T

—_ [N

=r'2r

|
SRR
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Transformationsformel fir Gebietsintegral

A A
:(u(ﬁ,n)]
v(&,m)
>
S D=y(S)
Pg > u
Es gilt fur stetige Skalarfelder f die Transformationsformel
du(&,1m)  Ju(S,n)
_ ¢ on
Djf(u,v)d(u,v) - ij(u(ﬁ,n),v(i,n))det WEM e [1EM
& on
Bsp.: A
nl v
‘ ®,(u)
\\kk\ u(é,m =381~
VNN v(&,m=n
. AN .
s 0
Sei f(u,v) =u’
e , S
jf(u W)d(u,v) = H dvdu = j(l w)u du—[?—jl =77
[Fdten = [rlucm.é n)‘ 7 g‘d(é,n) =

= jéz(l—n)z(l—n)d(é,n)=H§2(1—n3)3d§d77=
_l 2 _l N3 _l (1- 77) l _l _L
= [grag-Ja-n dn—3[ ) } 3(0 4j_12

Definition:  IstF :¢: D —> R*ein Flachenstiick undv: S — R*mitF < S  R*ein
Vektorfeld. So nennt man |vdd = J-V(Q(u,v))-(Qu(u,v)xgv(u,v)):l’(u,v)das
b

F
Oberflachenintegral des Vektorfeldes v uber das Flachenstlick F . Dies

wird in Anlehnung an die physikalische Bedeutung bzw. Motivation auch
als Fuss vonvdurch F bezeichnet.



Motivation: v Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung
V- (Qu (u,v)xgv(u,v))d(u,v) = det(v,?v,(éu )d(u,v) ist das Volumen, welches
pro Zeiteinheit durch do stromt.

A

— >

Somit ist I\_zdédie Flussigkeitsmenge, welche pro Zeiteinheit durch F zu der
2

durch n ausgezeichneten Seite stromt.
Mit dem Normalenvektor

keinBetrag=> hatRichtung
unddd =@, x¢,|d(u,v)folgtdd = (¢, x9,) d(u,v)=ndS
Damit schreibt sich das Integral auch in der Form
jydé = |v(x)ndS

F F

Wie oben erwahnt, giltv-(g_bu xq_)v): det(v,q_)u,q_)v)und somit auch
J-ydéz J-det(v(g(u,v)),gu (u,v),gv(u,v))d(u,v)

Ist 7 eine Flache aus Flachensticken F.,..., F, zusammengesetzt ist. So

definiert man als Flachenintegral einer skalaren- als auch vektorwertigen
Funktion Uber F durch die Summe

j:z fi.

i=1 F,

Transformationsformel fiir Oberflachenintegrale eines Vektorfeldes

Wie verhalten sich Oberflachen-
Integrale unter Abb. S ?

Satz: Es seiF : x0¢(u) (ue D)
ein Flachenstiick undv: F — R’

ein Vektorfeld auf F' .
Durch einen Diffeomorphismus S : F — F*(y = S(x)) mitdet(VS)# Owird F in einem




Flachenstlick F* : y = ¢" (u) = S(¢(u)) (u € l_))transformiert
ygeht berin v': F* — R*definiert durch

o« VS(x) ool
v (Z)_—det(VS(x))v(x) mitS™ ()

Mit der Umkehrabb. T =S™'F* — F()\c = T(X))kann man das v’ (y)auch so schreibt

v =(detVT)VT) 'voT

Damit gilt die Transformationsformel
[v0ds = [v()ds" mitds =(p, %, (u,v)
F F*

Transformationsformel flur Oberflachenintegrale von Vektorfeldern

v(x)
—
4—

X Y

Jrds= [ (s
v =det(JT)-(JT) 'voT

X
2

Bsp.: Gesucht istf y ldJ , wobei E die Oberflache gegeben durch x* + y° +ZT =1

Flz

Man sieht, dal’ £ die Oberflache eines Ellipsoids ist, welches sich durch die

X
Abb.T(x,y,z)=| y |aus der Einheitskugel ergibt.
2z
X 1 00
v(ix,y,2)=|y|,JT=[0 1 0],det(JT)=2
z 0 0 2
1 0 0| x 0 0 X X
vi()=2:(0 1 0| y|=l0 2 0|y |=2yp
0 0 % 2z 0 0 1)\2z z



Parametrisierung durch Kugelkoordinaten

CosQcosd
@ (p,0)=| sinpcosd | (andere Version als sonst)
sinod
—sin@coso —cos@sind
@, =| cospcosd @; =| —singsind
0 cosd
cos@cos’ &

x¢ ' =|singcos’ &
cossin &

n 2
X 2e s [COSPCOST) [cosgcos” &

X
J-y dé=2-|| y é*=2J-I singcosd |-| singpcos® O |ddde =
0
Z —
2

E z K

sin o cossin o

= 2J-J.cos2 @cos’ 0 +sin’ gcos’ +sin’ & cos pdddp

cos> § +sin’ § - cos @ = cos

2r
=2 J-cos odo
0

Der Stockesche Integralsat

Satz von Green: J.y(x)dz =J-r0ty(§)d§
oF I
Zirkulation: v:M — R’sei ein stet. diffoares Geschwindigkeitsfeld einer stromenden
Flussigkeit in der offenen Menge M c R’
In M betrachten wir eine geschlossene orientierte Jordankurve y, die wir als stkweise
glatt voraussetzen.
Das Kurvenintegral Ix_z(;_c)d;_c nennt man Zirkulation vonvrings der Kurve y .
V4
Die wird durch approximierende Riemann-Summen Z‘—’(xi )Vx; motiviert.

Jeder Summandv(x,) - Vx,ist eine Geschwindigkeitskomponente in Durchlaufrichtung
der Kurve.

Die Summierung gibt ein Mal daflur an, wie stark die Kurve umstromt wird, d.h. wie
stark die Flussigkeit langs der Kurve ,zirkuliert®.

Wirbelstarke: In obiger Stromung mit
Geschwindigkeitsfeldv: M — R*betrachten wir ein stkw. glattes und einfach
zusammenhangendes Flachenstlck £ und berechnen die Zirkulation entlang der
Randkurve oF .

fz(J_C)dJ_c

oF
Die mittlere Wirbelstarke erhalten wir, wenn wir durch den Flacheninhalt A(F)teilen.



1
ACF)
Um nun den Flacheninhalt in einem Punktx, € F zu erhalten, liegt es nahe, F undx,

zusammenzuziehen. Dabei nehmen wir F als eben an. (Flachennormale bleibt
unverandert)

v(x)d x

Definition: ~ (Wirbelstarke) Es seiv: M — R’ (M c R%ﬁ“en)stetig diffbar. und x, ein
Punkt aus M .

Der Grenzwertw, (x,) = lim _[y()_c)d)_c heil3t Wirbelstarke vonvinx, .
[Fl=0 A(F) ,

F
|F| symbolisiert den Durchmesser von F und A(F) seien Flacheninhalt.

Existenz des Grenzwertes ergibt sich aus Greenschensatz. O.B.d.A. sei F parallel zur
x — y—Ebene, parametrisiert durch x und y selbst, wobei die Randkurve oF das

Flachenstuck positiv umlauft. Mit

7 () Vi
oOF :y(t)=|y,(t) |,a<t<b,v=|v,

75(0) Vs

erhalt man
[vdx = [vly@) vt = [, (70)- 7,00 +v, () 7, (03t =
oF a a
v, _ov N (AL pa

= aFvla’)chvza’y —F . & ]d(x,y) = A(F) ( ™ ayj (x7)

mit geeignetemx” € F

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein solchesx™ € F'.
Dividieren durch A(F) und Kontraktion von F auf einen Punkt x, liefert die Wirbelstarke

0
w,(x,) = (Vz,x Vi )(xo)mit” =10
1

Berechnung der Wirbelstarke:

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, dal} das ebene Flachenstick schrag im
Raum liegt.
A F wird als kleines Dreieck[4, B, C]gewahlt,

C das mit dem Pkt. D ein Tetraeder mit den
Seiten F, I, F,, F_bildet, wobei die Seiten

F, \FX F,,F,,F,rechtwinklig zur x—,y —bzw. z —
T i_, Achse liegt.
T

A F

z




( Da die Existenz des Grenzwertes gesichert ist, ist die Form von F beliebig wahlbar.)
Mit den skizzierten Umlaufungen der Flachenstlcke des Tetraeders folgt fur die
entsprechenden Kurvenintegrale

[vdx= [vdx+ [vdx+ [vdx
oF dFx oFy oFz
da sich die Integralteile tiber die Kanten[4D],[BD],[CD]wegheben. F_liegt parallel zur
x—, y—Ebene, also folgt aus obigen Untersuchungen
IZdE = A(Fz)'rs mit ry = (Vz,x _Vl,y)
oFz
und analog

J-‘_’dlCZA(Fy)'rz mit 7, :(Vl,z _Vs,x)
oFy
JYdLCZ A(Fx)'r1 mit 7, :(Vs,z _Vz,x)

oFx

Addition liefert:
L (g AD  AE) A
AF) - = AF) A(F) A(F)

I3

A(Fx) == A(F)cosx cosx
Es qilt aber< A(Fy) = A(F)cos B n=|cosf
A(Fz)= A(F)cosy cosy

wobeia, S,y die Winkel zwischen den Flachennormalen » und den positiven
Koordinatenachsen.
Zieht man F auf einen Pkt. x,zusammen, wobei n konstant bliebt, so erhalt man

n

‘li‘m Ty vdx=n-|r,
F|—0 F
XoF ( ) oF ]/'3

Den Vektor(r,,r,,r,) bezeichnet man als Rotation vony, d.h.

v3,y - v2,z

roty =| v, —V,
Voxr =V

X sV

%x Vi

Man beachte: roty = %y X| v,
0 %
Vo) "

Satz: Fir ein stetig diffb. Vektorfeldv: M — R’ist die Wirbelstarke inx, € M gleich

w,(x,) = lim L vdx =n-rotv(x)
FI=0 A(F) 5

xoeF

Man bezeichnetrotvals Wirbelfeld zu v .



Bemerkung: Obige Formel auf Stromungen eines Geschwindigkeitsfeldes v
angewandt macht folgendes klar:
rotv(x,)gibt die Richtung der Rotationsachse flr lokale Wirbel um x, an.

Fir die Rotationsbildung rotv gelten die folgenden Rechenregeln, dabei
seienv, w stetig diffoar und A € R. (@ zweimal stetig diffbar)
rot(v+w) = rotv+ rotw

rot(Av) = Arotv

x %x X 0
rot(x)=rot| y |= %y Xy|=[0]=0
z 0

Ve

ax (Dx (Dzy - (Dyz
X (Dy = (sz - (sz
§02 ¢y2 - ¢xy

SN

rot(grade) = 9

Il
[

IS

dy
0z

NN

Idee des Stokesschen Integralsatz

In einer Strémung mit Geschwindigkeitsfeldv: M — R’ (M - R%ﬁen)denken wir uns

ein einfaches Flachenstick F c M . Es soll die Zirkulation um das Flachenstick aus
den Wirbelstarken auf F berechnet werden. Dazu zerlegen wir F' in endlich viele
,Maschen“F,

[vdx=3" fvdx

oF i OF,
Sind die “Maschen” klein genug, so ist nach obigen Betrachtung jeder Summand der
rechten Seite ungefahr

n, -rotv(x;) A(F,)
mit einemx, € F,und dem Normalenvektorn,inx,. Somit folgt

[v(x)-dx = nrotv(x,)- AF)

oF i
Greanbergang|E| — 0 motiviert schlieBlich den Stokesschen Integralsatz:

Satz: (Stokesscher Integralsatz)
Es seiv: M — R’ (M c R3oﬁ‘en)ein stetig diffbares Vektorfeld und F ein
stuckweise glatt berandetes Flachenstuck in M . Dann gilt
[vx)dx = [rotv(x)-ds

oF F

In Worten  Die Zirkulation entlang einer Kurve die ein Flachenstick umschlief3t ist
gleich dem Integral Uber alle Wirbelstarken auf dem Flachenstiick.



Folgerung Es seiv: M — R’ stetig diffbar. (M C R%ﬁen)undB sei ein glatt
berandeter Bereich in /. Dann gilt:
Iroty(x) dd=0

0B

Bew.: AusdB schneide man ein kleines Flachenstuck F heraus. Nach ,Stocks* gilt

J-rotv(x)-dé = Iy(x) -dy
A oF

Zieht man nun F auf einen Punktx, € Bzusammen, so folgt die Behauptung.

Bem.: Der Wirbelfluss durch eine geeschlossene Flache ist Null.

Bsp.: Konstantes Wirbelfeld

Das Vektorfeld v(x) = %v_vx;_c w,xe R, w# O)

Kann in der Ebene E senkrecht zu w
! Wie nebenstehend skizziert werde.

Es folgt

%x 1 %x 1 W, =W ¥ W

roty = %y X(Ev_vxlcjz %y XE W X—WZ |=|W, |=W
) d WY —W,X w
/aZ /aZ 1y =W, 3

Fir jedes einfache Flachenstuck F in der Ebene E gilt nach dem Stokesschen
Integralsatz
[vodx=[w-ds=w-[d&=[w|-4F)

T F

oF roty

Stokescher Satz in der Ebene

Man definiert die Zirkulation in 2D (analog zu3D ). y sei eine geschlossene
Jordankurve mitx = y(r) (a<t<b)

b L]

Z= [ux)-dx= [wdx+v,dy= [W(y@)y@)dr
Y Y a

Um lauft y dabei ein einfachzusammenhangendes Gebiet D c R*im positiven Sinne,

so folgt aus dem Stokesschen Integralsatz im R* (durch Nullsetzen der dritten

Koordinaten) der Stokessche Satz in der Ebene

av, dv
vidx +v,dy = | =—*>—-—1d(x,)
i : 2 Jax ay



Bem.: In der Ebene fallen die Satze von Stokes, Gauld und Green susammen, d.h.
sie sind identisch.

Integral-und Differentialformel in R" (bzw.R3)

Nabla-Operator

Schon kennengelernt hatten wir( ¢ Skalarfeld, v Vektorfeld)
gradp=Ve¢@ (inR")
divv=Vy  (inR")
rotv=Vxy (inR")

Ist o zweimal stetig diffbar, so erhalt man

2 2 2
(V-V)(p:div(grad(p):( J -+ J +...+ J

ox,’  ox,’ ox,’

n

J(p =Vp (kurzV>=A)

Der Laplace-Opertor A kann auch auf Vektorfeldery = (v,,v,....,v,)" angewandt werden
Av = (Av,,Av,,...,Av,)"

Doppelte Anwendungen von grad,rot,div : Dabei seienu,v: M — R*Vektorfelder
und ¢, Skalarfelder der offenen Menge M c R’.

i) div(rotu) =0 (Wirbelfeld ist quellenfrei)

ii) rot(gradp) =0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)

iii) div(gradd) = Agp

iv) rotroty = graddivy — divgradv

——

Fur Produkte gilt:

i) grad(Q,w) = gpgrady + ygrad @

ii) div(e,v) = edivy + vgrad @

iii) rot(Qv) = @roty + grad@xv

iv)  grad(u-v)=uXrotv+vxrotu+(u-V)y+(@-Vu

V) div(u X v) = vrotu — uroty

vi)  rot(uxy) =udivy —vdivu — (v-Viu—(u-V)y



Beweis von iv)

(gmd(u,v))1 = (gmd(ulv1 +u,v, + u3v3))1 = VU, Uy Yy U, Uy VULV

Uy, — Uy, v, (“2,x _ul,y)_VS (ul,z _“3,x)

rotu =\ u,, —uy, |, YXrotu=|v;, (u3,y _“2,2)_"1 (uy,, _”1,y)

»X

U, —u, v (”1,z _u3,x) ) (“3,y _u2,z)
(ux rotv +vxrotu), = Vally x = Vol = V3l T ViU T UV, UGV T UV, UV
d d d
w-V)=u, —+u, —+u; — ((74‘ : V)‘_")1 = U TUY Uy,
ox dy 0z ’
Zirkulation
—>
Iy(z) ~dx >
7 >
—> \\»/
—>
—>

Gaul¥scher und Stokesscher Integralsatz in div, grad, rot-Form

Wie bisher bezeichne: v:M — R’ein Vektorfeld und

¢ : M — R ein Skalarfeld auf einer offenen Menge M c R’
Der Bereich B ¢ M wie die Flache F c M seien stkw. glatt berandet.

Satz: Gauldscher Integralsatz in div—, grad —und rot — Form

) v@dé = [div(v(x)dF (= Iz(z)a()_c)da‘J

B 0B

i) [p@)ds = [gradp(x)dF (= Jw(zm(z)da]
JB B 0B

0B

i) [dxv(x) = [ron(x)dF {: fﬁ(z)Xy(z)MJ
9B B

Bew.: vonii) Setze v(x) = ¢(x)-a (ae R’beliebig)
Einsetzen ini) liefert

[o(x)ads = [p(x)an(x)ds = a [p(x)n(x)d6 = a [p(x)dS
0B 0B 0B



i)
= J‘div(go(g)g)dF =a- IV¢(£)dF
aB%r—’ B

=@(x)-div(a)+Vo(x)-a=a - Vo(x)

Bew.: von iii) Setze v(x) = ax w(x) mit (a € R’beliebig)

Aus i) folgt

divi(axw)=—-a-rotw = J-(QXV_V(E))- do = —J-g -rotwdF
oB B

Es gibt(uxv)-w=u(vxw)

Also folgt

[laxw@)ds =- [wx)xn(x)d8 =-a- [rotwdF
0B

0B B

Merke: Volumenintegrale Uberdiv—, grad...,rot...lassen sich in
Oberflachenintegrale umwandeln.

Satz: Stokesscher Integralsatz indiv,V —undrot — Form
) [u@dx= [rotv(x)ds

oF F

i) Jo()dx= [dSx gradp(x)
oF F
i) Jdxxv)= [[@8xV)xv(x)
oF F
Man beachte dd = n(x)dd unddx = T'(x)ds , dabei sein Flachennormale und

T Tangenteneinheitsvektor an oF

Bew.: von ii) Setze v(x) = ¢(x)a (a € R’beliebig)
a- [p)dx= [p(x)-adx= [rotlpx)a)ds = [(Vpxa)ds =
oF oF R F

F prota+Voxa
0

= [p)dx = [d5x(Vo(x))
oF F

Partielle Integration

Aus der eindimensionalen Analysis ist die Formel
b b

Iu'(x)v(x)dx = u(x)v(x)|i — Iu(x)v'(x)dx

a

der partellen Integration bekannt. In 3D gibt es mehrere Gegenstucke dazu. Sie
ergeben sich aus dem Gaul3schen-Integralsatz, in dem man die Diff-Operatoren
div, grad ,rot auf Produkte von Feldern anwendet.

) Aus grad(p(x) - (x)) = 9(x)grady(x) + y(x)gradg(x) folgt



[ew(x)ds = [p(x)grady (x) +y (x)gradp(x)dF
oB B

2B.p(x)=1= [p(x)n(x)ds = [grady(x)dF
oB B
Aus div(p(x) - v(x)) = p(x)divv(x) + grad p(x) - v(x) folgt
[o(x) - v(x)d8 = [p(x)divv(x) + gradp(x) - v(x)dF
oB B

Ausdiv(vxw) = w-roty—v-rotwfolgt
I(pw_v)dé = Iv_v -roty —v - rotwdF
0B B

Aus rot(p(x)v(x)) = ¢(x) - rotv(x) + gradp(x) x v(x) folgt
[a8x(p)v() = [p(x)- rorv(x) +(gradp(x))x (v(x))dF
0B B
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