
 
III Theorie ebener Kurven 
 
Kurven ≅ krumme oder gerade Linien z.B. Bahn bewegter Körper, Konturen ebener 
Körper, Kanten räumlicher Gebilde oder Idealisierung für die dünnen Stangen, Seile. 
 
 
Wege, Kurven, Bogenlänge 
 
Betrachten wir zuerst Kurven in der Ebene. 
 
Beispiel III.1:  Ein Kreis von Radius 0>r um den UrsprungO kann durch 
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   beschrieben werden. Man bezeichnet ⊗ als Parameterdarstellung 

des Urkreises und t als zugehörigen Parameter. 
Die Gleichungen ⊗ werden zuerst in einer Vektorgleichung 
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ebene Kurve [ ] 2, Rba →γ nennt man einen Weg. 
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die gleiche Kurve aber parametrisieren verschiedene Wege. 
 
Beispiel III.3: Archimedische Spirale 
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Bemerkung: Man erkennt, daß es unmöglich  
 ist die Spirale durch einen Funktionengraph zu beschreiben. Es 

gibt also Kurven, die nicht als Funktionengraph aufgefaßt werden 
können. Umgekehrt kann ein Funktionengraph recht leicht 
parametrisiert werden, 
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Definition III.4: i) Eine stetige Abbildung [ ] nRba →,:γ heißt Weg im .nR  
ii) Der Wertebereich [ ]( )ba,γ des Wegesγ  wird eine Kurve 

genannt. Die Kurve ist also der Menge der Punkte 
),(tx γ= [ ]bat ,∈ . Diese Gleichung ist eine 

Parameterdarstellung mit den zugehörigen Parameter t . 
iii) Eine Kurve wird häufig als Bogen bezeichnet. 

 
Beispiel: Schraubenlinie im 3R  
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Doppelpunkt       )(ay )(by=       )(ay  )(by           )(ay )(by=  
eines Weges     geschlossener Weg     Jordankurve     geschlossene  
           Jordankurve 
 
Zusammengesetzte Wege und Kurven 
 
Es sei[ ]ba, in m Teilintervalle [ ]10 , tt , [ ]21, tt ,..., [ ]nn tt ,1− ),( 1 btat n == zerlegt. Darauf seien 
im Wege [ ] n

iii Rtt →− ,1γ ),...,1( mi = erklärt welche die Stetigkeitsbedingung 
 )()( 1 iiii tt += γγ   für alle 1,...,1 −= mi  
erfüllt. Durch 
 )(:)( tt iii γγ = für [ ]ii ttt ,1−∈ ),...,1( mi =  
ist damit der Weg auf ganz [ ]ba, definiert, den man die Summe der Teilfolgen nennt 
und durch 
 mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
symbolisiert. 
 
 
 
 
 
 
Bemerkung III.8: Oft treten zusammenhängende Kurven in der Form von 

Streckenzüge auf, welche in der Ebene als Polynomzüge 
bezeichnet.  
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Glatte und stückweise glatte Kurven 
 
Definition III.9: i) Ein Weg [ ] nRba →,:γ heißt stetig diffbar, wenn die 

    Ableitungsfunktion
•
γ auf [ ]ba, existiert und da stetig ist. 

    )(aγ )(bγ= so wird zusätzlich )(a
•
γ )(b

•
= γ verlangt. 

ii) Ein Weg heißt glatt wenn er stetig diffbar. ist und seine 

Ableitung )(t
•
γ in keinem Punkt [ ]baf ,∈ verschwindet. Die 

vonγ erzeugte Kurve wird ebenfalls als glatt bezeichnet. 
 
 
Bogenlänge 
 
Es sei [ ] nRba →,:γ ein bel. Weg und { }mttZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, . Durch die 
Bildpunkte )(),...,(),( 21 mttt γγγ denken wir und einen Streckenzug. 
Die Summe 
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nennen wir die Länge des Streckenzuges 
 
 
Definition III.12: i) Die Bogenlänge eines Weges [ ] nRba →,:γ ist def. Durch 
     )(sup γγ Z

Z
LL =  

ii) Ein Weg heißt rekifizierbar oder auch streckbar, wenn 
∞<)(γL gilt. 

iii) Man bezeichnet )(γL auch die Bogenlänge der Kurve. 
 
 
Bsp.: a) Adventsstern 
 ∆0S  1S  2S  
 Aus jeder Strecke iS wird in 1+iS die folgende Strecke 
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Der Weg ist nicht rekifizierbar  
Für die Zerlegung mit den Punkten 

 
k

tk
1=  ),...,2,1( mk = , 0=mt  

gilt 

 
k

k
k

t
k

k
)1(cos1)(2

−== πγ  )1,...,1( −= mk  

Da ,...),(),( 2212 tt γγ abwechselnde Vorzeichen haben, ist die Bogenlänge zu den 
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Definition III.10: )(t
•
γ heißt der Tangenten (bzgl. γ )in t . Aus ihm wird der 
Tangenteneinheitsvektor gebildet 
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Bem.: Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreibt man auch )(tT . 
 
 
 
 
 

 

 



Satz: (Additivität der Bogenlänge) 
 Es sei 
  mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
 γ ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Teillängen mγγ ,...,1 rektifizierbar sind. 
 Für die Bogenlänge gilt dann 
  )(...)()()( 21 mLLLL γγγγ +++=  
 
Bew.: Es genügt den Fall 21 γγγ ⊕= zu beweisen. Der Rest folgt durch vollständige 

Induktion. Es sei [ ] nRba →,:γ zerlegt in 21,γγ mit [ ] nRca →,:1γ und 
[ ] nRbc →,:2γ . Eine ZerlegungZ von [ ]ba, erzeugt durch Hinzunahme eines 

PunktescZerlegungen 21,ZZ von [ ]ca, und [ ].,bc  
 Damit folgt 
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 Umgekehrt liefern Zerlegungen 21,ZZ  von [ ]ca, und [ ]bc, auch eine ZerlegungZ  
von [ ]ba, .Daraus folgt: 
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 Aus⊗ und ( )⊗⊗ folgt die Behauptung. 
 
Satz: Jede stückweise stetig diffb. Weg [ ] nRba →,:γ ist rektivizierbar und es gilt 
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Bsp.: Ist durch )(xfy = eine stetig diffb. reelle Funktion auf [ ]ba, , so erhält man über 

die Parameterdarstellung )(, tfytx == die Länge des Graphen mittels 
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Bew.: (Beweis der Rektifizierung siehe Literatur)  
 Es sei { }mxxZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, mit bxax m == ,0 . Ferner 

sei T
n ),...,( 1 γγγ = . Mit [ ]ikk xxI ,: 1−= folgt mit dem Mittelwertsatz der 

Differentialrechnung 
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 )(γZL läßt sich als Riemann-Summe auffassen. Für jede Folge )( iZ mit 0→iZ , 
wobei iZ die Feinheit der Zerlegung iZ ist, liefert dies 
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 Nun gilt 
   )(sup)( γγ Z
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Verfeinerung 1Z von 0Z mit .δ≤nZ  
 Man beachte 
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 Aus der Beliebigkeit von 0>ε folgt die Konvergenz und somit die Behauptung. 
 
 

Für eine ebene stückweise diffb. Kurve mit 
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Bsp.: Die Schraubenlinie dargestellt 
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Bogenlänge eines Funktionengraphen 
 

[ ] ,,: nRbaf → f sei stetig diffb. 
Parameterdarstellung tx =  
    )(tfy =  [ ]bat ,∈  
Die Länge des Graphens ergibt sich mittels 

 ∫ +=
b

a

dttfaL 2)´(     ⊗  

 
Bsp.: (Kettenlinie) 
 
 
 
 
 
 
 Durchhängende Seile werden durch eine −cosh Funktion dargestellt und zwar 
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 Ihre Länge des Graphen zwischen ax = und bx = ist nach⊗  
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Flächeninhalte von Flächen mit gegebenen Randkurven 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bekanntlich gilt 
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Stellen wir uns vor, daß der Funktionsgraph von f durch eine stückweise glatte 
Parametrisierung )(1 xy γ= )(2 tx γ= gegeben ist. Dann gilt nach Substitution 
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Daraus wird klar:  Ist die Kurve eine geschlossene Jordankurve, die ihr Inneres im 
Uhrzeigersinn durchläuft so ergibt das Integral 
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   Man sieht sofort, daß 
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   gilt. 
 
Bsp.: (Kiesfläche) Parametrisierung trx cos⋅= , try sin⋅= , [ ]π2,0∈t  
 Somit ergibt sich 
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Bsp.: (Ellipse) tax cos= ,   tby sin−= ,  [ ]π2,0∈t  
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Definition III.11: Es sei γ ein stückweise glatter Weg mit [ ] nRba →,:γ und 

[ ] [ ]badc ,,: →ϕ eine stkw. glatte Parametrisierungsformat. Damit 
ist auch 

  ,ϕγδ �= also ( ) ( ))(τϕγτδ =  
 ein stkw. glatter Weg. Wir nennen in diesem Fall γ undϕ  

äquvivalent. 
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Satz III.12: Zwei äquvivalente Wegeγ undϕ erzeugen die gleiche Kurve, 
haben die selben Anfangs- und Endpunkte und haben die selbe 
Bogenlänge. istγ geschlossen oder doppelpunktfrei so gilt das 
auch jeweils fürϕ . Des weiteren stimmer auch die Tangenten- 
Einheitsvektoren in den entsprechenden Punkten überein, d.h. 
es gilt mit ϕγδ �=   

    ( ) ( )tTT γδ τ = , wobei ( )τϕ=t ist. 
 
Nochmals Flächeninhalte zu vorgegebenen Randkurven 
 
Es sei )(ϕfr = gegeben, wobei f stetig auf [ ]10ϕϕ ist. 
Dann ist der Flächeninhalt eines WinkelsektorsOBC  
(wie skizziert) gleich 
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für den schraffierten Flächeninhalt A∆ gilt 
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Mit der Flächeninhaltsfunktion ( )ϕFAn = , die den Inhalt des SektorsOBP beschreibt 
folgt aus den Ungleichungen 0→∆ϕ  
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Der Hauptsatz der Diff.-und Integralrechnung liefert gerade die Behauptung⊗ . 
 
Achtung bei der Ellipse! 
 Bei der Darstellung⊗ sind wir ausgegangen von einer Parametrisierung 

   
ϕϕ
ϕϕ

sin)(
cos)(

ry
rx

=
=

  [ ]10 ,ϕϕϕ ∈  

 Diese Darstellung ist jedoch nicht äqvivalent zu 

   ϕ
ϕ

sin
cos
by
ax

=
=

 

 bei der Ellipse. 
 
 
Kurvenintegrale 
 
Betrachten wir den anschaulichen Fall 3=n . Die Kurve  
Besitzt in )(tγ den skalaren Funktionswert ( ))(tf γ . Zur  
Berechnung des Integrals ∫
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Diese Riemann-Summe konvergiert mit ∞→m und 
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Damit haben wir folgende Definition motiviert. 
 
Definition III.13: nRD ⊂ offen, [ ] Dba →,:γ und RDf →: stetig 
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Kochrezept 
 
Zur Berechnung von fdsI ∫= γ in nR  
1) Parametrisiere die Kurve mit 
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2) Bogenelement bestimmen mittels Differentation 
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3) Einsetzen: )(tγ in den Integranten ( ))(tf γ  
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= γ , Integrationsgrenzen. 

 
4)      Ausrechnen des bestimmten Integrals 
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Bsp.: Es ist die Masse ∫= dsM ρ einer Feder mit Massendichte 22),,( yxzyx +=ρ zu 

berechnen. 
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Satz: Es seiγ ein zusammengesetzter Weg, d.h. 
 mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
 
 
Ferner gelten die Voraussetzungen des letzten Satzes. 
Dann gilt: ∫∫∫∫ +++= fdsfdsfdsfds

mγγγγ ...
21

 
 
 
Integration eines Vektorfeldes entlang einer Kurve 
 
Ist { }bxxxaxZ m === ,...,,, 210 des Parameterintervalls, 
so gibt es auf Verbindungsstrecke )( 1−kxγ und )( kxγ   
einen Punkt kη mit 
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Sei nun ),...,( 1 nτττ = irgend ein zu Z gehörender Zwischenvektor und )( kk τγξ = .    
Dann wird 
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sein, wenn ´ϕ undγ  “vernünftig“ sind und Z fein genug. 
 
Man erkennt, dass sich ( ))( nxγϕ aus ( ))( 0xγϕ und ´ϕ mittels eines wohldefinierten 
Grenzprozesses erkennen lässt. 

 
 
 
              )(bγ
  
  )(aγ  

 
     )( 1−kxγ  
 
 
 
         )( kxγ  



Sei [ ] nRDba ⊂→,:γ und nRDf →: und ( )( )∑
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Der Grenzwert von ),( fZS mit 0→Z wird mit ∫ ⋅ dxfγ bezeichnit und das Wegintegral 
von f längsγ genannt. 
Dieses Integral läßt sich als Summe von Riemann-Stieltjeschen-Integralen 
berechnen und zwar ist 
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⋅=⋅
n

j

b

a
jj tdtfdxf

1
)()( γγ γ  

Für stetig diffb.γ gilt 

 ( ) ( )∑∫ ∫∫
=

••
⋅=⋅=⋅

n

j

b

a

b

a
jj dtttfdtttfdxf

1
)()()()( γγγγγ  

 
 
Bemerkung: 
 

i) Mit 
)(

)()(
t

ttT
•

•

=
γ

γ erhalten wir ( )( ) ( )∫ ∫ ∫=⋅=
•

→

b

a R

dsvTdtttTtvvdx γγ γγ )()()(
�������

 

ii) Analog zu i) kann man im R auch nur die Normalenkomponente betrachten.  

Man definiert 








−
=

01
10

:)(tN )(tT   

Man definiert den Fluß von vdurchγ  
 ( )∫∫ ⋅= dsNvvdn γγ  

iii) Für geschlossene Kurven schreibt man häufig 

∫ fdsγ bzw. ∫ ⋅ dxfγ   

          







=

2

1

t
t

T  

 

                    














−=
2

1

t
t

N  



Das Potential eines Gradientenfeldes 
 
Analog zum eindimensionalen Fall liefert das Kurvenintegral das geeignete Mittel zu 
einer Ableitung f∆ einer Funktion f in mehreren Veränderlichen eine Stammfunktion 
zu konstruieren. Das Analogon zu zusammenhängenden Intervallen in R ist im nR das 
Gebiet. 
 
 
Definition: nRG ⊂ heißt Gebiet, fallsG offen und zusammenhängend ist. (Man 

beachte,G heißt offen, falls es zu jedem Gx ≤ eine −ε Umgebung 
GxU <)(ε gibt.) 

 G wird als zusammenhängend bezeichnet, wenn es zu je zwei Punkten 
1x  und 2x ausG  einen stkw. glatten Weg [ ] Gba →,:γ  mit 1)( xa =γ und 

2)( xb =γ . 
 
 
Satz: Sei nRG ⊂ -Gebiet und nRGV →: ein stetiges Gradientenfeld mit Stammfunk-

tion ( )fv ∆= . 
 Dann gilt für jeden stkw. glatten Wegγ mit Bild inG und Anfangspunkt )(aγ und 

Endpunkt )(bγ  
   ( ) ( ))()( afbfdxv γγγ −=⋅∫  
 
 

Beweis: ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ =

•
=







=∇=∇=⋅
b

a

b

at

b

a

tfdttf
dt
ddtttfdxfdxv )()()()( γγγγγγ  

Bei mehreren aneinander hängenden Kurvenstücken ist dies für jedes 
Teilstück anzuwenden. Es gilt:  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))()()()(

...)()()()(

1

11

afbfxfxf

xfxfxfbfdxv

a

kkk

γγγγ

γγγγγ

−=−+

+−+−=⋅∫ −−  

 
 

Beispiel: Das Feld 33: RRE → mit
















+
+
+

=
yxz
zx
zxy

zyxE
33
3

2
),,(

2

2

3

besitzt das Potential 

  ( )zyxzyxzyxU 3),,( 32 ++−= .  Es gelte fv ∇= , dann bezeichnet man  
  fU −= als Potential vonV . 

Es gilt für glatten Wegγ zw. )1,1,1(0 =x und )3,4,3(1 =x  
( ) ( )∫ ∫ =−−−−=−−=∇−= 466)5(471)()( 01 xUxUUdxEdx γγ  

Das Integral ist Weg unabhängig. 
 
 
 
Welche Eigenschaften besitzen denn nun Kurvenintegrale, wenn der Integrand vein 
Potential besitzt? 



Satz: Sei nRG ⊆ ein Gebiet und ( )nRGCv ,∈  
Dann ist äquivalent: 

i) v ist ein Potentialfeld 
ii) Für alle glatten Wege inG hängt ∫

γ

vdx  nur von Anfangs- und 

Endpunkt ab. (Man bezeichnet das Integral als wegunabhängig) 
iii) Für alle geschlossenen und glatten Wegeγ inG gilt          

0=∫
γ

vdx  

 
Beweis: Bis auf )()( iiii → sind alle Folgerungen einfach zu zeigen 

Zu Gxx ≤0, definieren wir RGf →: durch 

 ∫ ∫==
x

x

vdxvdxxf
0

:)(
γ

 

mit beliebigen 0, xx verbinden regulären Kurven inG . 
Zu zeigen ist nun vf =∇ . 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+

⋅+=+==−+
1

0
111111 )(

hex

x

h

texvdttexvvdxxfhexf ξ  

     (Mittelwertsatz der 
       integralrecnung) 

Damit folgt 1
1

)( vx
x
f =

∂
∂  

Ebenso i
i

v
x
f =

∂
∂    ni ,...,2=  

 
 
Wann existiert nun zu einem stetig diffbaren Vektorfeld 3: RGv → ein Potential? 
 
In der Umgebung eines Punktes erkennt man dies an der Symmetrie der Jakobi-
Matrix. 

 
















∇
∇
∇

=














∂
∂

=

3

2

1

)()(
v
v
v

x
x
v

xJ
j

i
v  

 
Definition: Ein Gebiet nRG ⊆ heißt  einfach zusammenhängend, wenn jede 

geschlossene, doppelpktfreie Kurve inG stetig auf einen Punkt inG  
zusammengezogen werden kann, ohne dassG verlassen wird. 

 
 
Beispiel: i) Jedes Gebiet 2RG ⊆ “ohne Loch“ ist einfach zusammenhängend 

ii) 2R \{ }0 ist nicht einfach zusammenhängend 
iii) 3R \{ }0 ist einfach zusammenhängend 
iv) 3R ohne endlich viele Punkte ist einfach zusammenhängend 

 
 



 
 
 
 
 
 
Nicht einfach zusammenhängend   einfachzusammenhängend 
 
Satz: 2. Hauptsatz der Kurvenintegrale 
 Es sei nRG ⊆ ein einfach zusammenhängendes Gebiet.  

Ein Vektorfeld ( )nRGCv ,1∈ ist genau dann ein Potentialfeld wenn 

i

j

j

i

x
v

x
v

∂
∂

=
∂
∂   ( )nji ,...,1, = erfüllt ist, d.h. )()( xJxJ T

vv =  

Diese Bedingung wird auch als Integrabilitätsbedingung bezeichnet. 
 
 
Beweis: Mit dem Satz von Schwarz folgt aus fv ∇= die Symmetrie der Jacobi- 

Matrix.  
 Gegeben sei nun von T

vv xJxJ )()( = Gx∈∀ . 
Zu Gx ≤ und zu jeder −ε Umgebung GxU <)(ε können wir mit 

( )∫ −−+=
1

0
000 )()()( dtxxxxtxvxf  

 explizit ein Potential zu vangegeben. 
  

Hier für 

  ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ +−⋅⋅=













−−+∇=∇

1

0
0

1

0
0

)(

00 )()()()()( dttvxxtJtdtxxxxtxvf T
v

t

γγ
γ

�� ��� ��

 

 ( )[ ] ( )[ ] )(0)()()( 1
0

1

0

xvxvtvtdttvt
dt
d =−=⋅=⋅= ∫ γγ  

 Für beliebiges Gx∈ wählt man als Integrationswegγ einen Streckenzug. 
Es bleibt zu zeigen, dass )(xf nicht vom gewählten Streckenzug 
abhängt, was wir jedoch nicht beweisen werden. 

 

Beispiel: Die auf 2RG = \{ }0 definierte Funktion ( ) 






−
+

=
x
y

yx
yxv 22

1, erfüllt auf 

ganzG die Bedingung
x
v

x
v

∂
∂=

∂
∂ 21 , es existiert jedoch kein Potential. Nach 

obigem Satz müßte ∫ = 0vdxT sein. Auf dem Kreis ( )ttt sin,cos)( =γ  

( )π20 ≤≤ t ,  ( )ttt cos,sin)( −=
•
γ  

�����

)(

2

0 cos
sin

cos,sin

t

T t
t

tt
xy

vdx

•








−









−
−

=∫ ∫

γ

π

02
2

0

≠== ∫ π
π

dtdt  

 

        G  
 
 
                            εU  

 



Bemerkung: Im 3R ist )()( xJxJ T
v = gleichbedeutend mit 

0

3

2

1

=
















×























∂
∂
∂
∂
∂
∂

=×∇=
v
v
v

z

y

x
vrotv  

 
 
Wie bestimmt man im praktischen Fall ( )3=n ein Potential zu einem gegebenen 
Vektorfeld? 
 
A) Methode mit Kurvenintegral 
 

1.Schritt: Besitzt ( )3,RGv∈ ein Potential? 
  0≠rotv für ein ⇒∈Gx kein Potentialfeld⇒ fertig! 
 
2.Schritt: G einfach zusammenhängend und 0=rotv  

Man wählt Gx ∈0 fest und zu jedem Gx∈ eine geeignete Kurveγ inG , 
die 0x mit x verbindet. 
  RGf →: , ∫=

γ

vdxxf :)( eine Stammfunktion 

 
Bem.: Einfache Wege sind der Streckenzug von 0x nach x oder stkw. parallel zu den 

Koordinatenachsen verlaufende Streckenzüge. 
 
 
B) Ansatzmethode 
 

Man löst die drei partiellen Dgl. vf =∇ , d.h. 

 1
1

v
x
f =

∂
∂ , 2

2

v
x
f =

∂
∂ , 3

3

v
x
f =

∂
∂  

 
1.Schritt: IstG einfach zusammenhängend? 

Wenn ja, kann mit 0≠
=rotv entscheiden werden, ob vein Potential 

besitzt. 
  

2.Schritt: (In der folgenden Vorgehensweise kann die Integrationsreihenfolge 
nach zyx ,, beliebig vertauscht werden) 

  ),(),,(),,(
1

zycdzzyxJzyxf v +=    ⊗  
 wobei die Integrationskonstante von y und z abhängen darf 
 

3.Schritt:  2

!

1 ),(),,(),,( vzyc
y

dxzyxv
y

zyxf y =
∂
∂+

∂
∂= ∫  

 
 



4.Schritt: Unbestimmte Integration nach y liefert mit 

  ∫ ∂
∂

−== dx
y
vvzygzycg 1

2),(),(  

  ∫ += )(),(),( zddyzygzyc  
 daher hängt die Integrationskonstanted von z ab. 
 Einsetzen in ⊗ liefert 
  ∫ ∫ ++= )(),(),,(),,( 1 zddyzygdxzyxvzyxf  
 
5.Schritt: Differentation nach z liefert 

  ∫ ∫ =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= 3

!

1 )(),(),,(),,( vzd
z

dyzyg
z

dxzyxv
z

zyxf z  

  ∫ ∫∂
∂−

∂
∂−= dyzyg

z
dxzyxv

z
vzd ),(),,()´( 13  

 
6.Schritt: Unbestimmte Integration nach z liefert 
  )´(:)( zdzh = und ∫= dzzhzd )()(  
 und somit 
  ∫ ∫ ∫++= dzzhdyzygdxzyxvzyxf )(),(),,(),,( 1  

  ∫∂
∂−= dxv
y

vzyg 12),( ,  ( )∫ ∫+
∂
∂−= gdydxv
z

vzh 13)(  



Einfache Form des Kochrezepts zu Methode B) 
 

Gesucht: f mit
















=∇

3

2

1

v
v
v

f  

1) Prüfe T
vv xJxJ )()( =    ( )3RGx ⊂∈  

 Wenn ja, fahre fort mit 2, ansonsten fertig! 
 
2) Bestimme ∫= dxvzyxa 1),,(  

3) Bestimme 
y
zyxazyxvzyxby ∂

∂−= ),,(),,(:),,( 2  

Falls yb von x abhängt →Rechenfehler! 
 
4) Bestimme ∫= dybzyb y),(  

5) Bestimme 
z
zyb

z
zyxazyxvzcz ∂

∂−
∂

∂−= ),(),,(),,(:)( 3  

Falls zc von x oder y abhängt →Rechenfehler! 
 
6) Bestimme ∫= dzczc z)(  

)(),(),,(),,( zczybzyxazyxf ++=  
 

Bsp.: 3RG = ,















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z

z

ye
exy
xy

zyxv
2

2

2

2
sin2
cos

),,(  

1.Schritt: 














−
=

zz

z
v

yee
exxy

xyxy
xJ

22

2

2

420
2sin2cos2
0cos2sin

)( (Diagonalelemnte 

müssen nicht berechnet werden) 
2.Schritt: ∫ == xyxdxyzyxa sincos),,( 22  
 
3.Schritt: zz

y exyexyzyb 22 sin2sin2),( =−+=  
 
4.Schritt: ∫ == zz yedyezyb 22),(  
 
5.Schritt: 0202)( 22 =−−= zz

z yeyezc  
 
6.Schritt: cdzczc z == ∫)(  

cyexyzyxf z ++= 22 sin),,( , 
















+=∇
z

z

ye
exy
xy

zyxf
2

2

2

2
sin2
cos

),,(  



Bsp.: 
















=
0
sin3
3
xy

x
y   








=

.......03
003

)(
sxyc

xJv  

 Hier testen wir nicht die Symmetrie von )(xJv ! 

2) 2

2
33),,( xxdxzyxa == ∫  

3) 0sin3),( −= xyzyby    ),( zyby hängt von x ab! 
Fertig! Es existiert 

  Kein Potential zu v ! 
 
 
 
Integration in ebenen Bereichen 
 
Welche Bereiche kann man einen Flächeninhalt zuordnen? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sei Nk ∈ . Durch das Gitter achsenparalleler Koordinatenlinien knx −⋅= 2 wird die 
( ) −yx. Ebene in Quadranten mit dem Flächeninhalt k22− zerlegt. 

=:)(Msk Flächeninhalte aller Quadrate, die ganz (einschließlich des Randes)inM   
    liegen 
=:)(MSk Flächeninhalt aller Quadrat, die mindestens einen Punkt inM haben 

Folglich gilt: )()( MSMs kk ≤ , )()( 1 MsMs kk +≤ , )()(1 MSMS kk ≤+  
 

:1 cS ≤  )()( 11 MSMs ≤ , )()( 1 MsMs kk +≤ ⇒monoton wachsend 
  ( ) Nkkkk SMSMSMs ∈⇒≤≤ )()()( 0 beschränkt 
Folglich existieren die Grenzwerte 

 
)(lim)(

)(lim)(

MSMF

MsMF

kka

kki

∞→

∞→

=

=
 

 
Definition: Ein beschränkter Bereich heißt Riemann-messbar, falls )()( MFMF ai = . 
  In diesem Fall ist ( ))()()( MFMFMF ai == der Flächeninhalt vonM . 
 
 

 

 
      2RM ⊂ beliebige beschränkte 
      Punktmenge 
 
 
 
 
 
 
 
               k−2  Nk ∈  



Bemerkung: [ ]{ }QxxyxyxM ∈∈= ,,1,0),(),( 2  

  Es gilt 1)( =MFa , 0)( =MFi  
 ⇒nicht Riemann-messbar 
 

Satz: Ein beschränktes Gebiet (Gebiet
∧
=offen, zusammenhängend) 2RG ⊆ mit 

stückweise glattem Rand besitzt einen Flächeninhalt
 )(lim)(lim

00
GSGsF kkkk →→

==  

 
Definition: Ein Bereich aus 2R heißt regulär, wenn 

i) der Rand B∂ stkw. glatt ist 
ii) das Innere BB ∂ ein nicht leeres, beschränktes Gebiet in 2R ist 
iii) B abgeschlossen ist. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Netz regulärer Bögen zerlegt B in nTeilbereiche iB  
 { }iriRri BxxUBB ∈⊂=

∈
),(inf)(δ  

)( iBδ Durchmesser von iB , Flächeninhalt von iB ist Fli∆  
 
Wir definieren die Riemann-Summe 

 ( )∑
=

∆=
n

i
iiin FyxfS

1
,      ( )niByx iii ≤≤∈ 1,),(  

Es sei 2RB ⊂ regulärer Bereich und RBf →: beschränkt. Dann konvergieren bei 
ständiger Verfeinerung unabhängig von den einzelnen Zerlegungsfolgen und den 
gewählten iii Byx ∈),( die Riemann-Summe gegen einen festen Grenzwert. Die 
Verfeinerung erfülle 
 { } 01);(max:max →≤≤= niBiδδ  ( )∞→n  
Der gemeinsame Grenzwert wird mit ∫ fdFB bezeichnet und heißt (Gebiets-) Integral 
von f überB unddF das Flächenelement. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       ( ) iii Byx ∈,  



 ( )∑∫
=→

∆=
)(

10

max

max

,lim
δ

δ

n

i
iiiB FyxffdF  

 
 
Satz: Für das Gebietsintegral gelten( RBgf →:. beschränkt) 
 i) ( ) ∫∫∫ +=+ gdFFfddFgf BBB βαβα    ( )R∈βα ,  

ii) ),(),( yxgyxf ≤   ( ) ∫ ∫≤⇒∈ gdFfdFByx BB),(  

iii) ∫∫ ∫ += fdFfdFfdF BBB 21
, fallsB durch eine glatte Kurve in zwei 

Teilbereiche 1B und 2B zerlegt wird. 
 
 
Mittelwertsatz: SeiB zusammenhängend und abgeschlossen. Dann gibt es zu 

jeder stetigen Funktion RBf →: einen Punkt ( ) Byx ∈, mit 
  ( )∫∫ = dFyxffdF BB ,  
 
 
 
 
Berechnung des Flächenintegrals 
 
Unter einem Normalbereich bzgl. der −x Achse versteht man eine Menge 2RB ⊂ der 
Form { })()(,);,( 21 xyxbxayxB ϕϕ ≤≤≤≤= , wobei 21,ϕϕ stetig Funktionen auf [ ]ba, sind 
mit )()( 21 xx ϕϕ ≤ [ ]( )bax ,∈  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         Normalbereich bzgl. −x Achse                Normalbereich bzgl. −y Achse 
 
 
Satz: Ist f stetig auf dem Normalbereich 2RB ⊂ bzgl. der −x Achse in ⊗ , so haben 

wir 

   ∫ ∫ ∫ 












=
b

a

x

x
B dxyxfdFyxf

)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

 

  

     y                y
            d  
 
           ⊗⊗  
 
    2ϕ  ⊗           1ψ          C        2ψ  
 
   B      c  
 
 
      x       x  
         a            b   



Analog gilt für ⊗⊗  

∫ ∫ ∫ 












=
b

a

x

x
B dxyxfdFyxf

)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

 

 
Beweis: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mit knk k

BB ,,1 ,..., berechnen wir die Rechtecke in der −k ten Spalte mit Breite x∆ . Mit 

( ) ikkik Bkx ∈∗∗ , bilden wir 

 ⊗ ( ) xykxf
m

k
kik ∆



















∆∑
=

∗∗

�� ��� ��
1

,  

die von    0→∆y  ( )∫
∗

∗

∗
)(

)(

2

1

,
k

k

x

x
k dyyxf

ϕ

ϕ

 

 ( )∑
=

∗∗ ∆=
n

i
iiiM FyxfS

1
,:  (siehe oben) 

nur die Anteile in den Randstreifen unterscheidet. Für 0)()( 22 →∆+∆ yx strebt dieser 
Unterschied gegen0 . 
Die innere Summe strebt für 0→∆y gegen 

 ( )∫
∗

∗

∗
)(

)(

2

1

,
k

k

x

x
k dyyxf

ϕ

ϕ

 

Beim Grenzübergang 0)()( 22 →∆+∆ yx strebt als Doppelsumme gegen 

∫ ∫ 











b

a

x

x

dxdyyxf
)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ
 

   x∆  
 
 
         y∆  
 
 
 
 
 
 
    a              b  

b  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
  B  
 
 
 
 
    a             



 
Bemerkung: Der NormalbereichB sei durch mehrere achsenparallele Linien in 

mehrere Normalbereiche nBB ,...,1 zerlegt. Dann gilt mit der Additivität 
des Integrals und obigem Satz 

   ∫ ∫ ∫++= fdFfdFfdF BBB 21
...  

    ∫ ∫∫ ∫
−

++=
n

n

x

x

x

x

x

x

x

x

dydxyxfdydxyxf
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ϕ
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ϕ
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Bemerkung: Zerlegung von B in Normalbereiche ist nicht eindeutig 
 IstB sowohl ein Normalbereich bzgl. der −x Achse als auch der 

−y Achse, 
   { })()(,:),( 21

2 xyxbxaRyxB ϕϕ ≤≤≤≤∈=  
      { })()(,:),( 21

2 yxydycRyx ϕϕ ≤≤≤≤∈=  
 
Bsp.: 
 
 
 
 
 
 

 Dann gilt ∫ ∫∫ ∫∫ 












=



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


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
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x
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 Für Rechtecke 
  { }dycbxaRyxR ≤≤≤≤∈= ,:),(: 2  
 gilt nun 

  ∫ ∫∫ ∫∫ ==
d

c

b

a

b

a

d

c
R dxdyyxfdydxyxffdF ),(),(  

 
 
 
Satz von Fubini : 
 
 
Ist f aufR integrierbar und existiert 

 ∫=
b

a

dxyxfyg ),()(  [ ]( )bay ,∈  

So ist g auf [ ]dc, integrierbar, und es gilt 

 ∫ ∫∫ 









=
d

c

b

a
R dydxyxfdFyxf ),(),(  

 
 
 
 

 



 
 
Satz über die Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
 
 

Ist die Funktion f auf [ ] [ ]dcbaR ,, ×= integrierbar und existieren ∫
b

a

dxyxf ),( [ ]( )dcy ,∈  

und ∫
d

c

dyyxf ),( [ ]( )bax ,∈ so gilt 
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Bemerkung: Die Voraussetzung des Satz sind erfüllt, falls f stetig ist. 
 
Bsp.:  
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Satz von Green (Gaußscher Integralsatz in der Ebene) 
 

Sei 2RB ⊆ ein regulärer Bereich, dessen Rand B∂ aus endlich vielen, 
geschlossenen, stückweise glatten Bogen nγγ ,...,1 . Die Bögen seien so 
parametrisiert, daßB stets links zur Durchlaufrichtung lliegt. 
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Satz von Green    (1793-1841) 
 
Es sei 2RD ⊂ offen, DB ⊂ und B∂ wie oben beschrieben. 
Dann gilt für jedes 1Cv∈ ( )2,RD  
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Bew.: Betrachten wir zuerst den Spezialfall 0),(2 =yxv undB ist ein Normalbereich 

bzgl. der −x Achse. 
 Der Rand besteht aus 
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 wobei 43 ,γγ entgegengesetzt durchlaufen werden 
 Mit 02 =v gilt 
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 Eine analoge Betrachtung liefert für einen Normalbereich bzgl. der −y Achse 
mit 0v  
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x
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 Man beachte nun, daß sich jeder Normalbereich bzgl. der −x Achse in 
Normalbereiche bzgl. der −y Achse zerlegen läßt und umgekehrt 
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Da die Kurvenintegrale über die Hilfslinien umgekehrtes Vorzeichen haben, 
heben sich diese auf. 
Durch Addition der beiden Spezialfälle ergibt sich die Behauptung des Satzes. 

 
 
Bemerkung: Mit xvv == 21 ,0 bzw. 0, 21 =−= vyv ergibt sich der Spezialfall 
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Satz von Green: Es sei ),(2 RDCu∈  

   Dann gilt ∫∫
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Beweis: Wir setzen
y
uv

∂
∂−=1 und

x
uv

∂
∂=2 . Dies liefert 
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  Mit dem Green´schen Satz erhalten wir nun 
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stets nach außen 
weisende Normalvektor 
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Bemerkung: Sei ),(2 RDCu∈ . Gilt 0),( =∆ yxu ∀ Dyx ∈),( , 
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Beispiel:  
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  Liegt Dx∈ . Dann gilt 
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  Sei Dx∈  
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  Damit folgt 
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