lll Theorie ebener Kurven

Kurven = krumme oder gerade Linien z.B. Bahn bewegter Korper, Konturen ebener
Korper, Kanten raumlicher Gebilde oder Idealisierung fur die dinnen Stangen, Seile.

Wege, Kurven, Bogenlange

Betrachten wir zuerst Kurven in der Ebene.

Beispiel 11l.1:

Bemerkung I11.2:

Beispiel 1lI.3:

Bemerkung:

Ein Kreis von Radius » > 0um den Ursprung O kann durch

X =rcost
. 0<t<2r) ®
Yy =rsmt

beschrieben werden. Man bezeichnet® als Parameterdarstellung
des Urkreises und rals zugehorigen Parameter.
Die Gleichungen ® werden zuerst in einer Vektorgleichung

x=y({)mitx = (xJ und y(¢) = (}/1 (t)] (a<t<h)
- - Y 7, (1)

geschrieben. Die durch bestimmte Mengen von Punkten x heif3t

ebene Kurve y{a,5] - R*nennt man einen Weg.

coct

2
., |- Dann bezeichnen die
st

Sein () = r- (C,OCZJ, V() =r (
sint

Parametrisierungen
x=y(t) (0<t<2x), x=y() (0<t<4r), x=y"(¢) (0<t<~2r)
die gleiche Kurve aber parametrisieren verschiedene Wege.

Archimedische Spirale
cost

y(@) = at( .

J 0<t<3-27x (a > 0) (¢twillkurlich beschrankt)
s

== y

, cost (t+27) cos(t+2x)

=da —a T

sin ¢ sin(¢ + 277) g% 67
=a2rxw

Man erkennt, da® es unmdglich
ist die Spirale durch einen Funktionengraph zu beschreiben. Es
gibt also Kurven, die nicht als Funktionengraph aufgefal3t werden
konnen. Umgekehrt kann ein Funktionengraph recht leicht
parametrisiert werden,

xX=t [ b]
y=f@ €




Definition 111.4: i) Eine stetige Abbildungy :[¢,b] — R" heit Weg imR".
i) Der Wertebereich y([a,])des Weges y wird eine Kurve
genannt. Die Kurve ist also der Menge der Punkte
x= (1), t€ [a,b]. Diese Gleichung ist eine
Parameterdarstellung mit den zugehoérigen Parameterz.
iii) Eine Kurve wird haufig als Bogen bezeichnet.

Beispiel:  Schraubenlinie im R’ Y
rcost
y(t)=| rsint | t€[a,b] ¢>0

rtc

r Radius
h =2mc (Ganghohe der
Schraubenlinie)

\hac

y(a) y(b)
Doppelpunkt y@=y®)  ya  yb) y(a) = y(b)
eines Weges geschlossener Weg Jordankurve geschlossene

Jordankurve

Zusammengesetzte Wege und Kurven

Es seila,b]in m Teilintervalle[r,,t,],t,.1,],....[t,,.t,] (t, = a,t, = b) zerlegt. Darauf seien
im Wegey.[r,_,,t,] = R" (i =1,...,m) erklart welche die Stetigkeitsbedingung
v.(t)=v.,t) furallei=1,.,m-1
erfullt. Durch
v.(t) =y, Yfurte [t ,,t,) G =1,.,m)
ist damit der Weg auf ganz[a,5]|definiert, den man die Summe der Teilfolgen nennt
und durch
7r=n97,9..9y,

symbolisiert.
v y() y(s) X X X,k
NINL W S\
y@) 7(,) X X

Bemerkung I11.8:  Oft treten zusammenhangende Kurven in der Form von
Streckenzuge auf, welche in der Ebene als Polynomzlige
bezeichnet.



Glatte und stiickweise glatte Kurven

Definition 111.9: i) Ein Wegy : [a,b] — R" heift stetig diffbar, wenn die

Ableitungsfunktion y auf[a, b]existiert und da stetig ist.

y(a) = y(b)so wird zusatzlich 7./(a) = 7./(b) verlangt.
ii) Ein Weg heil3t glatt wenn er stetig diffbar. ist und seine

Ableitung y(¢)in keinem Punkt f e [4,b] verschwindet. Die
von y erzeugte Kurve wird ebenfalls als glatt bezeichnet.

Bogenlange

Es sei y:[a,b] - R" ein bel. Wegund Z ={t,,...,7, }eine Zerlegung von[a,5]. Durch die

Bildpunkte y(¢,), 7(¢,),...,¥(¢,,) denken wir und einen Streckenzug.
Die Summe

m

Ly(Z) = Z|7(t1—x) - (¢ )|

nennen wir die Lange des Streckenzuges

Definition I11.12: i) Die Bogenlange eines Weges y : [¢,b] — R" ist def. Durch

Ly = s]‘;pLZ (7)

ii) Ein Weg heil3t rekifizierbar oder auch streckbar, wenn

L(y) < e=qilt.

iii) Man bezeichnet L(y) auch die Bogenlange der Kurve.

Bsp.: a) Adventsstern
S,A S, * s,
Aus jeder Strecke S, wird in S

2
t? +(§J =3’

27 3
= —:—\/5
4 2

die folgende Strecke

i+l

V(s,) = %ﬁ,V(sl) =V (s,)+3 V(;‘)) - (1+%JV(SO)

Vs,)= V(s1)+3-4-9L2V(s0) =(1+%+%]V(so)



1 4 4 1 4 (4Y
V(S3):£l+§+3—3+3—5jV(SO):§£3+1+3—2+(3—2j ]V(SO)

2 n
V(S,,H):g(@g{g) - JV(SOHHg:gg

U(S0)=3-3:9,U(Sl)=§U<SO)=12,U<Sz)=§u<sl)=@ U(s,)

4 4Y" nves
EU(S")_(EJ U(s,) —

b) Weg: 7=(}/‘] mitx = y,(¢) =t

2

/4
tcos— ,te|0,1
cos 5 e [0.1]

= 1) =
7 =70 o

0

Der Weg ist nicht rekifizierbar
Far die Zerlegung mit den Punkten

t _1 (k=12,..m), t, =0
k
gilt

_1\F
72(tk):%cosk7r:( ;) (k=1,..m-1)

Day,(t,),7,(t,),,...abwechselnde Vorzeichen haben, ist die Bogenlange zu den

Teilstiicken y(r)mitz € [t,,,, z, sicherlich groRer als|y, (z,)| = % Also folgt

m—1
L,(y)= Z% — oo, d.h. yist nicht rektivizierbar.
k=1

Definition 111.10: ;./(t)heiBt der Tangenten (bzgl. y)int. Aus ihm wird der
Tangenteneinheitsvektor gebildet

7,0 =10

‘V(f)

Bem.: Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreibt man auch7'(¢).



Satz:

Bew.:

Satz:

Bsp.:

Bew.:

(Additivitat der Bogenlange)
Es sei

7/:7/1 ®72 @"'@7/711
y ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Teillangen y,,...,7,, rektifizierbar sind.

Far die Bogenlange gilt dann
L(y)=L(y)) + L(y,) +...+ L(¥,,)

Es genugt den Fall y =y, @ 7, zu beweisen. Der Rest folgt durch vollstandige
Induktion. Es seiy :[a,b] — R" zerlegt iny,, 7, mit 7, :[a,c]— R"und
7, :[e,b] = R". Eine Zerlegung Z von [a,b]erzeugt durch Hinzunahme eines
Punktes c Zerlegungen Z,, Z, von [a,c]und]c,b]
Damit folgt

L,()<L, (y)+L, (7)< L(y)+L(y,)

=L <Ly)+L(y,)  ®

Umgekehrt liefern Zerlegungen Z,,Z, von [a,c]und[c,h]auch eine Zerlegung Z
von [a,b].Daraus folgt:

L, (Y)+ Ly, (v,) <Ly (Y) = L(yy) + L(y,) < L(y)

= L) +Ly)<Ly)  (©6)
Aus ® und (® ®)folgt die Behauptung.

Jede stiickweise stetig diffb. Wegy : [a,b] — R" ist rektivizierbar und es gilt
b L]
7(0}07

L= |
Ist durch y = f(x)eine stetig diffb. reelle Funktion auf|a,b], so erhalt man (iber
die Parameterdarstellung x = ¢, y = f(¢) die Lange des Graphen mittels

b
L:jlkufmfw
(Beweis der Rektifizierung siehe Literatur)
Es seiZ = {x,,...,x, }eine Zerlegung von[a,b|mitx, = a,x, =b. Ferner
seiy=(¥..7,) . Mitl, =[x, ,x,]folgt mit dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung

n 2

L,(y)= Z’j:\/z (7k (x) =7 (xifl))

=1

=1
mité, =(E"LE e,

L, (y)1aRt sich als Riemann-Summe auffassen. Fiir jede Folge (Z,) mit|Z,| — 0,

wobei|Z | die Feinheit der Zerlegung Z, ist, liefert dies



FuUr eine ebene stickweise diffb. Kurve mit y(7) :(

b L]

lim L ()= [roja

Nun gilt
L(y) = Sup Ly (7)

Es sei nun Z eine Zerlegung mit‘L(y) -L, (7/)‘ < g, dann wahlen wir eine

Verfeinerung Z,von Z,mit|Z, | < 6.
Man beachte

11— L(y)|< +|L,(&)— L, (V)|+ <3¢

£

L, ()= L(¥)

<&

I-L,(y)

<&

Aus der Beliebigkeit von £ > 0folgt die Konvergenz und somit die Behauptung.

% (@)

. (t)] te[a,blund x = 7;1 (¢) und

).;:: ;./2 (t) schreibt man das Bogenlangenintegral auch

Bsp.:

b [e2 42 b [¢2 o2 o2
L(}/)zJ- x+yd (in3DL(y)= I\/x +y +z dt)

Die Schraubenlinie dargestellt
X =rcost

y=rsins  hatfir dieze [0,S]Lange
z=ct

1
s -

L(7/)=J-(rzsinzt+r2coszt+cz)2d SJ.(r +c ) dt = S\r* +c?
0

0

Bogenlange eines Funktionengraphen

f:la,b]— R", f sei stetig diffb.
Parameterdarstellung x=t

y=1( tea,b]

Die Lange des Graphens ergibt sich mittels

Bsp.:

L= }]w/a+f'(t)2dt ®

(Kettenlinie)

Durchhangende Seile werden durch eine cosh— Funktion dargestellt und zwar



f(x)=h, +c(coshx_x° —1] ¢>0
C

Ihre Lange des Graphen zwischen x = aund x = bist nach®

b 2
L= I\/l+(sinhx xoj dx
c
! X, b-x, . a-x,
I cosh dx = ¢| sinh —sinh
c c

a

Flacheninhalte von Fldchen mit gegebenen Randkurven

J(x)
A

X9 Xy

Bekanntlich gilt
A= [f(x)dx

Stellen wir uns vor, dal® der Funktionsgraph von f durch eine stickweise glatte

Parametrisierung y = y,(x) x =, (t) gegeben ist. Dann gilt nach Substitution
Y12(x1)

A= [ fla@)0di= [y@x@d mity, @) =%;7.0) =

71(xo) ty

TG




Daraus wird klar:

Ist die Kurve eine geschlossene Jordankurve, die ihr Inneres im
Uhrzeigersinn durchlauft so ergibt das Integral

A= _[y(t);c(t)dt des Flacheninhaltes des eingeschlossenen

Gebiets.
Man sieht sofort, daf}

A= ]y(t) x(t)d = ]x(t) W0yt

0 fo

gilt.

Bsp.: (Kiesflaiche) Parametrisierungx =r-cost, y = r-sint, ¢ € [0,27]
Somit ergibt sich

2r

A=-— Irsinzt dt =r*costsint =r’ costsint

0

2r

2r

o7y Icostcostdt
%f_/

0 I-sin¢

= Irz sin’® dt = %(rZ(O) —rm)=—r'x

0

Bsp.: (Ellipse) x=acost, y=-bsint, te [0,27]

2w 2w
A= jabsinz = ab jsin2 tdt = abrm
0 0

Definition I11.11:

Es sei yein stiickweise glatter Weg mity : [¢,5] - R" und
¢ :[c,d] - [a,b]eine stkw. glatte Parametrisierungsformat. Damit
ist auch

§=y°9,als06(7) = y(e(7))
ein stkw. glatter Weg. Wir nennen in diesem Fall yund ¢
aquvivalent.

y(a)=06(c)



Satz Ill.12: Zwei aquvivalente Wege y und ¢ erzeugen die gleiche Kurve,

haben die selben Anfangs- und Endpunkte und haben die selbe
Bogenlange. isty geschlossen oder doppelpunktfrei so gilt das

auch jeweils furg . Des weiteren stimmer auch die Tangenten-
Einheitsvektoren in den entsprechenden Punkten Uberein, d.h.
esgiltmito=yop

T;()=T,(t), wobeit = p(r)ist.

Nochmals Flacheninhalte zu vorgegebenen Randkurven

Es seir = f(p)gegeben, wobei f stetig auf[p,¢, |ist.

Dann ist der Flacheninhalt eines Winkelsektors OBC
(wie skizziert) gleich

B 1 (4} 5
® 4 —Eq)!r((p) do

fur den schraffierten Flacheninhalt A4 gilt
L 2pp<adsa ”
— < <m_
3 m 2P , o9 , g
2 2

und somit giItrLsMgrL O
2 Ap 2 ,

Mit der Flacheninhaltsfunktion 4, = F(¢), die den Inhalt des Sektors OBP beschreibt
folgt aus den UngleichungenA¢ — 0

A Flp)=-
do 2
Der Hauptsatz der Diff.-und Integralrechnung liefert gerade die Behauptung ® .

Achtung bei der Ellipse!
Bei der Darstellung ® sind wir ausgegangen von einer Parametrisierung

x=r(p)cose

)= r@)sing v¢ o0
Diese Darstellung ist jedoch nicht aqvivalent zu
X=acos@
y=bsing
bei der Ellipse.

Kurvenintegrale

Betrachten wir den anschaulichen Fall » =3 . Die Kurve A

Besitzt in y(¢)den skalaren Funktionswert f(y(¢)). Zur {1/
Berechnung des Integrals _[fdt wird die Kurve durch die Zer-

y .
legung des Parameterintervalls z = {x, = a,x,,...,x,_,x, =b} ! !

m—1°>"m

in Bdgen tber/, ==[x,_,,x,] (1<i<m) 7




X

der Lange AS, = _[

;./(t)dt = ‘7.’(5[)‘|1,-| (& e I.)zerlegt. T
Mit X, g,
FENAS, = f(y(cf,.))‘%(f,-)

wird das Integral Uber dem i —ten Teilintervall approximiert, d.h. das Intervall durch
SZ.1) =2 S rENE

Diese Riemann-é::Jmme konvergiert mitm — « und
|7, > 0 gegen bjf (7(0)7./0)}0'1

Damit haben wir folgende Definition motiviert.

1]

-

Definition I11.13: D c R"offen, y :[a,b] > Dund f : D — R stetig

Dann heift [, fds = bj Flr@))

von f'langsy.

;./(t)dt das Kurvenintegral

Kochrezept

Zur Berechnung von [ = nydsin R"

1) Parametrisiere die Kurve mit
¥ = (7,0, 7,007, (1), a<t<b

2) Bogenelement bestimmen mittels Differentation
L] 2 L] 2 L] 2
dt = \/(;/1 (t)j +(g/2 (t)j +...+(7n (t)j dt

3)  Einsetzen: y(¢)in den Integranten £ (y(t))

ds = [y(0

ds = 7./(1) dt, Integrationsgrenzen.

4) Ausrechnen des bestimmten Integrals

= [flro)reld

20

Bsp.: Es ist die Masse M = J-pds einer Feder mit Massendichte p(x, y,z) = x> + y* zu
berechnen.



2cost
Dabei ist die Kurve gegeben durchy(¢) =| 2int |0<¢<6rx
3t
1) dito

1 |
2) ds=(4sin2t+4cos2t+9)5dt:(4+9)Edt:\/ﬁdt

61 (%4
3) I= J‘(4cos2 t+4sin”t)-V13dt = 4413 Idt = 24137
0 0

Satz: Es seiyein zusammengesetzter Weg, d.h.
r=197,..97,

Ferner gelten die Voraussetzungen des letzten Satzes.

Danngilt: [, fds= [, fds+ [, fds+..+ [, fis

Integration eines Vektorfeldes entlang einer Kurve A

IstZ ={x, = a,x,,x,,...,x, =b}des Parameterintervalls, A
so gibt es auf Verbindungsstrecke y(x, ,)und y(x, ) 7(b)
einen Punktzn, mit #(a) ¥

o(r(x))—o(y(x,.)) =0 @) r(x,) - 7(x,))

¥
y(x) i

y(x;)

und da

n

[o(y(x)) - @(y(x, )= 0(x,) - 9(x,)

k=

= o(y(x,))-o(r(x,)) Z(p(m Ny(x) = 7(x,.))

Seinun 7 =(z,,...,7,) irgend ein zu Z gehdrender Zwischenvektor und&, = y(z,).
Dann wird

>N = 7)) = Yo @) - 7(x,)

sein, wenn ¢’ und y “vernunftig” sind und Z fein genug.

—

Man erkennt, dass sich ¢(y(x,))aus ¢(y(x,))und ¢ mittels eines wohldefinierten
Grenzprozesses erkennen lasst.



Sei y:[a,b] > D R"und f:D - R"und S(Z, f) = if(y(fk))(y(xk)—ﬂxk_l))

k=1
Der Grenzwert von S(Z, /) mit|Z| — 0 wird mit ny - dx bezeichnit und das Wegintegral

von f'langs y genannt.

Dieses Integral laft sich als Summe von Riemann-Stieltieschen-Integralen
berechnen und zwar ist

[, 1= [1,(n0)-d,0

J=lq

Fir stetig diffb. y gilt

[,1-ac=3[1,00)-7,0dt = [/(0) -yt

J=la

Bemerkung:
L] b .
i) Mit 7(¢) = &emauen wir [, vdx = [(v(y(®)- T@))yeyde = [, (vT)ds
%/—/
‘y(r) e
ii) Analog zu i) kann man im R auch nur die Normalenkomponente betrachten.
0 1
Man definiert N(¢) ::( J T7(t) p
10 . :( ]
Man definiert den FluR vonvdurchy L» t
4‘yvdn=<{y(v-N)ds .
iii) Fir geschlossene Kurven schreibt man haufig N = _lt
{, fdsbzw.q  f-dx ’



Das Potential eines Gradientenfeldes

Analog zum eindimensionalen Fall liefert das Kurvenintegral das geeignete Mittel zu
einer Ableitung Af einer Funktion f'in mehreren Veranderlichen eine Stammfunktion

zu konstruieren. Das Analogon zu zusammenhangenden Intervallen in R ist im R" das

Gebiet.

Definition:

G c R"heildt Gebiet, falls G offen und zusammenhangend ist. (Man
beachte, G heildt offen, falls es zu jedem x < G eine £ —Umgebung

U,(x) < Ggibt.)

G wird als zusammenhangend bezeichnet, wenn es zu je zwei Punkten
x, undx,ausG einen stkw. glatten Wegy :[a,b] - G mit y(a) = x, und

y(b)=x,.

Satz: SeiG c R"-Gebietund V' : G — R" ein stetiges Gradientenfeld mit Stammfunk-
tion (v = Af).
Dann gilt fur jeden stkw. glatten Weg y mit Bild in G und Anfangspunkt y(a) und
Endpunkt y(b)

Beweis:

Beispiel:

[,v-dv=r(r®)- f(1(@)

b

J e = [, 57 Xis= @)= 4 )= 10)

a

b
t=a

Bei mehreren aneinander hangenden Kurvenstiucken ist dies fur jedes
Teilstuck anzuwenden. Es gilt:

[v-dx= £ ()= £ D)+ )= £ re))+
+ /()= f(r(x)) = f(y(®) = f(7(a))

2xy+z°

Das FeldE:R® — R’mitE(x,y,z) =| x*>+3z |besitzt das Potential
3z°x+3y

U(x,y,2) = —(xzy +xz° + 3zy). Es geltev = Vf, dann bezeichnet man

U =—f als Potential vonV .

Es gilt fr glatten Wegy zw. x, = (LL)und x, =(3,4,3)

[, Edx =~ ,VUdx =~(U(x,) - U(x,)) = ~(~ 471 (=5)) = 466

Das Integral ist Weg unabhangig.

Welche Eigenschaften besitzen denn nun Kurvenintegrale, wenn der Integrand v ein
Potential besitzt?



Satz: SeiG < R"ein Gebiet undve C(G,R")
Dann ist aquivalent:

Beweis:

i) vist ein Potentialfeld

ii) Far alle glatten Wege in G hangt J-vdx nur von Anfangs- und
V4
Endpunkt ab. (Man bezeichnet das Integral als wegunabhangig)
iii) Fir alle geschlossenen und glatten Wege yin G gilt

CJ-vdXZO

4

Bis auf(iii) — (i) sind alle Folgerungen einfach zu zeigen
Zux,x, < G definieren wir f : G — Rdurch

f(x)= ]vdx = Ivdx

mit beliebigen x, x, verbinden regularen Kurven inG .
Zu zeigen istnunVf =v.

f()c+hel)—f(x):)C J‘elvdxz j‘vl(x+tel)aft:vl(x+§el)-t1

(Mittelwertsatz der
integralrecnung)

Damit folgtal(x) =,
ox,
Jf

Ebenso—=v, i=2,..,n
ox,

1

Wann existiert nun zu einem stetig diffbaren Vektorfeldv: G — R’ ein Potential?

In der Umgebung eines Punktes erkennt man dies an der Symmetrie der Jakobi-

Matrix.

3 Vy,
J,(x) :[a%(x)] =| Vv,

Definition:

Beispiel:

J

Vv,

Ein GebietG < R" heilt einfach zusammenhangend, wenn jede
geschlossene, doppelpktfreie Kurve in G stetig auf einen Punkt in G
zusammengezogen werden kann, ohne dass G verlassen wird.

i) Jedes Gebiet G — R*“ohne Loch* ist einfach zusammenhangend
i) R*\{0}ist nicht einfach zusammenh&ngend

i)  R*\{0}ist einfach zusammenhangend

iv) R’ ohne endlich viele Punkte ist einfach zusammenhangend



D © O

Nicht einfach zusammenhangend einfachzusammenhangend

Satz: 2. Hauptsatz der Kurveninteqrale

Es sei G ¢ R"ein einfach zusammenhangendes Gebiet.
Ein Vektorfeldve CI(G,R")ist genau dann ein Potentialfeld wenn

avi _ avj

—=—1 (i,j=1,.,n)erfllltist, d.h.J (x)=J, (x)
ox; ox,

Diese Bedingung wird auch als Integrabilitdtsbedingung bezeichnet.

Beweis:

Beispiel:

Mit dem Satz von Schwarz folgt ausv = Vf die Symmetrie der Jacobi-
Matrix.
Gegeben sei nun vonJ (x)=J (x)" Vxe G.

Zu x < Gund zu jedere —Umgebung U, (x) < G kbnnen wir mit
1

S = [y + 80 =x0))x = x, )t G
0
explizit ein Potential zuvangegeben.

U

£

Hier fur

Vf = J-V[V(xo +1(x _xo))(x xo)]dt = J-[t : JvT (70)) (x—2x,)+ V(7(Z))]dt

7(0)

= [l =l O = v -0 = v

Fir beliebiges x e G wahlt man als Integrationsweg y einen Streckenzug.
Es bleibt zu zeigen, dass f(x) nicht vom gewahlten Streckenzug
abhangt, was wir jedoch nicht beweisen werden.

Die aufG = R*\{0}definierte Funktionv(x,y)=— ! - (_ yj erfiillt auf
x +y x

ganz G die Bedingung% = aaﬁ es existiert jedoch kein Potential. Nach
X X

obigem Satz miiite 4Tvdx = 0 sein. Auf dem Kreis y(¢) = (cos¢,sin )

(0<tr<2rx), 7./(t) = (-sint,cost)

2z _ —Sil’lt 2
v = j( yoor j( sz: [ar=2m20 é
—sint, cost )\ cost ;
%K_J

0

70



Bemerkung: ImR’istJ (x)=J" (x)gleichbedeutend mit

9

ox v,

0
rotv=Vxv=| —|X|v, [=0

dy

0 Vs

3z

Wie bestimmt man im praktischen Fall(n = 3)ein Potential zu einem gegebenen
Vektorfeld?

A) Methode mit Kurvenintegral

1.Schritt: Besitzt ve (G, R® )ein Potential?
rotv # 0 flr ein x e G = kein Potentialfeld = fertig!

2.Schritt: G einfach zusammenhangend und rotv =0
Man wahltx, € Gfest und zu jedem x e G eine geeignete Kurve yinG

die x, mit x verbindet.
f:G—>R,f(x)= Ivdxeine Stammfunktion

4

Bem.: Einfache Wege sind der Streckenzug von x, nach x oder stkw. parallel zu den
Koordinatenachsen verlaufende Streckenztge.

B) Ansatzmethode

Man |0st die drei partiellen Dgl. Vf' = v, d.h.
o _ o Jf

= 1’—: 2,—: 3

ox, ox, ox,

1.Schritt: 1stG einfach zusammenhangend?
Wenn ja, kann mitrotv=/¢0 entscheiden werden, obvein Potential

besitzt.

2.Schritt: (In der folgenden Vorgehensweise kann die Integrationsreihenfolge
nach x, y, z beliebig vertauscht werden)

fGp,2)=J, (x,y,2)dz+c(y,z) @
wobei die Integrationskonstante von y und z abhangen darf

3.Schritt: £y =2 [v(x, y,2)dlx +2 ()=,
’ dy dy



4.Schritt: Unbestimmte Integration nach y liefert mit

0
¢ (n2)=g(n.2)=v, - Iaiyldx

c(y,2) = [g(y,2)dy+d(2)
daher hangt die Integrationskonstante d von z ab.
Einsetzen in ® liefert

S@y.2)= [v(xy.2)dx + [g(r,2)dy +d(2)
5.Schritt: Differentation nach z liefert

0 0 0 !
£.063,2) == [w (3, 2)dx +— [2(r, 2)dy +—d(2)=,
0z 0z 0z

, d d
d'(@)= v = [vi(xp2)dv == [2 (0, 2)dy

6.Schritt: Unbestimmte Integration nach z liefert
h(z)=d'(z)undd(z) = j h(z)dz
und somit
f(x,y,2)= Ivl (x,y,z)dx + J-g(y,z)dy + Ih(z)dz

gy,z)=v, —% J-vldx, h(z)=v, —aa (J-vldx+ Igdy)

4



Einfache Form des Kochrezepts zu Methode B)

¢!
Gesucht: SmitVf =| v,
V3
1) PrifeJ,(x)=J,(x)" (xe GcR?)
Wenn ja, fahre fort mit 2, ansonsten fertig!

2) Bestimme a(x, y,z) = Ivldx

_da(x,y,z)
dy
Falls 5, von x abhangt — Rechenfehler!

3) Bestimme b (x,y,z) =v,(x,,2)

4)  Bestimme b(y,z)= [b,dy

da(x,y,z) db(y,z)
0z 0z
Falls ¢, von x oder y abhangt — Rechenfehler!

5) Bestimme c_(z) =v,(x,y,z)—

6) Bestimme ¢(z) = .[CZdZ
S(x,y,2)=a(x,y,z) +b(y,z) + c(2)

y? cosx
Bsp.: G=R’,v(x,y,z)=|2ysinx+e**
2ye
—y’sinx 2ycosx 0
1.Schritt: J,(x)=| 2ycosx 2sinx 2e* |(Diagonalelemnte
0 20 4ye*
mussen nicht berechnet werden)
2.Schritt: a(x,y,z)= Iyz cosxdx = y* sinx

3.Schritt: by(y,z):2ysinx+ezz —2ysinx =e**
4.Schritt:  b(y,z) = [e¥dy = ye*
5.Schritt: c.(z)=2ye” —0-2ye*”* =0

6.Schritt:  c(z)= [e.dz=c

y? cosx
f(x,y,2)=y’sinx+ye” +c, Vi (x,y,z)=| 2ysinx +e*

2z

2ye



3x

. 3 0 O
Bsp.: y=|3ysinx J, (x)=
0 3ycOsx ... ..

Hier testen wir nicht die Symmetrie vonJ (x)!
3
2 a(x,y,z)= |3xdx==x*
) axy.o)=| :

3) b,(y,z)=3ysinx—0 é b, (y,z) hangt von x ab!

Fertig! Es existiert
Kein Potential zuv!

Integration in ebenen Bereichen

Welche Bereiche kann man einen Flacheninhalt zuordnen?

A
M < R’*beliebige beschrankte
i L Punktmenge
&<
(
\
)
N
— >
2% keN

Seik e N . Durch das Gitter achsenparalleler Koordinatenlinien x = n-27* wird die

(x.y)—Ebene in Quadranten mit dem Flacheninhalt2™ zerlegt.

s, (M) =Flacheninhalte aller Quadrate, die ganz (einschliel3lich des Randes)in M
liegen

S, (M) =Flacheninhalt aller Quadrat, die mindestens einen Punkt in M haben

Folglich gilt: s,  M)< S, (M),s,(M)<s,,,(M),S,,,(M)<S, (M)

S, <c: ss(M)sS,(M),s, (M) <s,,,(M)=monoton wachsend
5, (M)< S, (M)<S,(M)=(S,),., beschrankt
Folglich existieren die Grenzwerte
F,(M) =lims, (M)

F,(M) = lim 5, (M)

Definition: ~ Ein beschrankter Bereich heil3t Riemann-messbar, falls F,(M) = F,(M).
In diesem Fall ist F(M) = F,(M)(= F,(M))der Flacheninhalt von M .



Bemerkung: M = {(x, y)‘(x, e lol],x,xe Q}
EsqiltF,(M)=1,F,(M)=0
= nicht Riemann-messbar

Satz: Ein beschranktes Gebiet (Gebiet;offen, zusammenhéngend) G  R* mit
stickweise glattem Rand besitzt einen Flacheninhalt
F = }{in&sk(G) = }{in(}Sk(G)

Definition:  Ein Bereich aus R*heil3t regular, wenn
i) der Rand dB stkw. glatt ist

ii) das Innere B|aB ein nicht leeres, beschranktes Gebiet in R*ist
iii) B abgeschlossen ist.

(v )e B

Netz regularer Bogen zerlegt B inn Teilbereiche B,
5(B,) = ip}f{Bi cU,(x),xe B, }
0(B,) Durchmesser von B,, Flacheninhalt von B, ist AFli

Wir definieren die Riemann-Summe
S, =3 ey 8F, (@y)eBas<i<a)
i=1

Es sei B c R*regularer Bereich und 1 : B — R beschrankt. Dann konvergieren bei
standiger Verfeinerung unabhangig von den einzelnen Zerlegungsfolgen und den
gewdhlten (x,, y,) € B,die Riemann-Summe gegen einen festen Grenzwert. Die
Verfeinerung erfulle

5. =max{d(B,)l<i<n}—>0 (n— o)
Der gemeinsame Grenzwert wird mit IdeF bezeichnet und heil’t (Gebiets-) Integral
von f Uber Bund dF das Flachenelement.



ZIC)

JufdF = Jim ">l v aF,

Oina i=1

Satz: Fur das Gebietsintegral gelten( f.g : B — R beschrankt)
) [slof+ Be)dF =af, fdF + B[ ,2dF (@ BeR)
i) o) <gy) ((ny)e B)= [, fdF < [, gdF
iii) J'deF = IBI fdF + J'Bz fdF | falls B durch eine glatte Kurve in zwei
Teilbereiche B, und B, zerlegt wird.

Mittelwertsatz: Sei B zusammenhangend und abgeschlossen. Dann gibt es zu
jeder stetigen Funktion f': B — R einen Punkt(x,y)e B mit

[ faF =1 (x.y)[ ,dF

Berechnung des Flachenintegrals

Unter einem Normalbereich bzgl. der x —Achse versteht man eine Menge B c R’ der
FormB ={(x,y);a < x < b,p,(x) < y < 9, (x)}, wobei g,, p, stetig Funktionen auf[a,b]sind
mitg, (x) < g, (x) (xe [a,b])

A A

y y
i+
®®
? g, ® v, 78
Ju
I I » x X >
a b
Normalbereich bzgl. x — Achse Normalbereich bzgl. y — Achse

Satz: Ist f stetig auf dem Normalbereich B  R*bzgl. derx—Achse in®, so haben
wir

a\ ¢ (x)

b ¢(x)
J s S (X, )dF = pr j f(x, y)de



Analog gilt fur® ®

b @ (x)
I s S (X, y)dF = j[(p j f(x, y)de

o1 (x)

a

Beweis:

| —
a b

MitB, ..., B, ,berechnen wir die Rechtecke in der k —ten Spalte mit Breite Ax. Mit

(XZ > kik )E Bik bilden wir

® Zf<xzakiZ)Ay Ax

k=1

02 (x;)

die von M0 jf(XZ,Y)dy
@ (x)

S, = Zf(x;‘,y;" JAF, (siehe oben)
i=1
nur die Anteile in den Randstreifen unterscheidet. Fiir (Ax)* + (Ay)> — Ostrebt dieser

Unterschied gegenO.
Die innere Summe strebt furAy — 0gegen

@, (x;)
[t vy
o1 (x;)
Beim Grenziibergang (Ax)* + (Ay)* — Ostrebt als Doppelsumme gegen
b‘ ®,(x)
[l [reyay |ax
a \_¢,(x)
A




>

Bemerkung: Der Normalbereich B sei durch mehrere achsenparallele Linien in
mehrere Normalbereiche B, ..., B, zerlegt. Dann gilt mit der Additivitat

des Integrals und obigem Satz

[ s fdF = [, fdF +...+ [, fdF

X @, (x) X, @,(x)
= J- J-f(x,y)dydx+ ot I If(x,y)dydx
% ¢1(x) %o @1 (%)

Bemerkung: Zerlegung von B in Normalbereiche ist nicht eindeutig
Ist B sowohl ein Normalbereich bzgl. der x — Achse als auch der
y —Achse,

B={x1)eR :asx<b,0,(x)<y< ()}
={xeR c<y<dp()<x<o,()}

)
N
>

b ¢(x) d( ¢,(x)
Dann gilt [, f(x, »)dF = || [f(x, y)dy]dx = [re y)dedy

a\ ¢ (x) c\ @(x)

Far Rechtecke
R:={(x,y)e R’ :anSb,cSySd}
gilt nun

[ W fdF = [ [ (e p)dydx = [[£(x, y)dxdy

Satz von Fubini :

Ist £ auf R integrierbar und existiert
b
g = [fydx  (velab)
So ist g auf|c,d]integrierbar, und es gilt

[efyar = | f(w)dx]dy

c a



Satz uber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge

b
Ist die Funktion f auf R = [a,b]x[c,d]integrierbar und existieren _[f(x, y)dx
d a
und If(x,y)dy (xe [a,b])s0 gilt
‘ bd d b
[ e saF =[x y)dyax = [ [ 1 (x, y)dxdy

Bemerkung: Die Voraussetzung des Satz sind erflllt, falls 1 stetig ist.

Bsp.: &
B
g
1
0, (x)=0
P,(x)=0 ! y=xGerade
1 x 1 2!

(l :jJ-deFz IIldydxzjxdx =X =
2 0 ; 2|, 2

1y 1 2 |* 1 .3

_ Xy X 1
IByxdF —J(nydydx —J[TO dx = (!?dx_g

vim=y w,(y)=1
vi(»=0 w,(y)=1-y

[ 51dF = ljljuxdy
0y

—
-y

A

[sfdF =[, fdF = [, faF ={, fdF

(vele.d)



Satz von Green (Gauldscher Integralsatz in der Ebene)

Sei B c R”ein regularer Bereich, dessen Rand dB aus endlich vielen,
geschlossenen, stickweise glatten Bogeny,,...,y, . Die Bogen seien so
parametrisiert, dal} B stets links zur Durchlaufrichtung lliegt.

Jvd;c = J-vd;c +..+ Jvd;c

dB % Vu



Satz von Green (1793-1841)

Es seiD c R*offen, B — D und 9B wie oben beschrieben.
Dann gilt fiir jedesve C' (D, R?)
PSR
ox dy 3

Bew.: Betrachten wir zuerst den Spezialfall v, (x, y) = 0und B ist ein Normalbereich
bzgl. der x —Achse.

Der Rand besteht aus 4
t
t)= <t<bh
70 ((01 (t)J ¢ 2 ?,(1)
b s >/
7,(0) = t] (pl(b)StS(pz(b)
V2
7, (1) = ! j a<t<b h
@, (0) | Pl
4 | >
y ()= tj ¢ (a) <t < @,(a) a ?,(t) b
wobei y,, 7, entgegengesetzt durchlaufen werden
Mitv, = 0gilt
J-vd;cz Ivld;c+ J-vld;c— Ivld;c— J-vld;c
B 4! 72 73 Va
b
= Ivl £, ())dt +0— [v,(t,0,())dt -
) -
= [v(L. o )dt = [v, (.0, (1))t
b @y(x)
:_I( | M, dy]d = J'—dF
oo
Eine analoge Betrachtung liefert fur einen Normalbereich bzgl. der y — Achse
mitv,

J-BB vdx = Iavz

Man beachte nun, dal} sich jeder Normalbereich bzgl. der x—Achse in
Normalbereiche bzgl. der y — Achse zerlegen a3t und umgekehrt

A
AN




Da die Kurvenintegrale uber die Hilfslinien umgekehrtes Vorzeichen haben,
heben sich diese auf.
Durch Addition der beiden Spezialfalle ergibt sich die Behauptung des Satzes.

Bemerkung: Mitv, =0,v, = xbzw.v, =—-y,v, =0 ergibt sich der Spezialfall

Isz J-xdyz J-—ydle J-xdy—ydx
B 0B 0B 233

Satz von Green: Esseiue C*(D,R)

J-a—uds a—u=Vu-n

Dann gilt J'AudF =
; on on

n

Beweis: Wir setzenv, = —3—” undv, = g—u Dies liefert
X

o, v _du du_
ox dy ox® oy

Mit dem Green’'schen Satz erhalten wir nun

du
ou du a_x y(s)
AudF = |—-—dx+—dy = . lds =
é[ B! dy ox B]S[ o (— (s)
— =n

stets nach aulden
weisende Normalvektor

0
= a}l;Vu ‘n-ds= a-l;a—:ds

Bemerkung: Seiue C*(D,R). GiltAu(x,y)=0V (x,y)e D,
dann folgt Ia—uds =0
s on



Beispiel:
Bestimme ja In(x* + y*)/0n ds
0B

, ) 2x 2y
Es gl|tAln(x2+y2)=le( R 2]:
X +y. xT+y
_o| (P yH -t 4yt -2y
(x* +y°) (x* +y?)’
2.A4bl. 2.Abl.
Liegtxe D. Dann gilt
2 2
Ialn(x +y )a’s=0

=0far(x,y)#0

55 on

Seixe D
g 2 2 2 2 2
CLLCRa% R L Gkl FAN LG
9B al’l /4 al’l JBUY 8n
=0
y(t) = g( CO,S(I) J te02r]
—sin(?)
2 2
fir (x, y) = y(¢) g”tw — 2
£

Damit folgt

2 2 2
Iln(x” +y7) , jidz —4x
on Je

0B
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