
II Integration (1D) 
 
Problem: Auf RI ⊂ sie f gegeben, von der wir wissen, daß sie Ableitung einer 

FunktionF ist, d.h. fF =´ auf I . 
  Gesucht ist .F  
 
Könnten wir auf irgend eine Weise eine Stammfunktion 0F zu f auf I gewinnen so gibt 
es ein RC∈ mit CFF =− 0 . Könnten wir zusätzlich noch einen Wert vonF an einer 
beliebigen Stelle Ix ∈0 angeben, so muß )()( 000 xFxFC −= und somit 

))()(()()( 0000 xFxFxFxF −+= gelten. Zwei wesentliche Fragestellungen warten nun 
auf uns: 

i) Wie kann man eine FunktionF aus ihrer als bekannt angenommenen 
Ableitung wieder gewinnen? 

ii) Wie kann man einer gegebenen Funktion ansehen, ob sie einen 
Stammfunktion besitzt? 

 
Unbestimmte Integrale 
 
Ist F auf RI ⊂ eine Stammfunktion zu f , d.h. )()´( xfxF = )( Ix∈ so bezeichnen wir 
F als eine Stammfunktion von ,f bzw. unbestimmtes Integral von f auf I . Eine 
Funktion f unbestimmt über das Intervall I zu integrieren, bedeutet einfach, irgend 
eine Stammfunktion von f auf I zu berechnen. 
 
Schreibweise: 
 ∫= dxxfxF )()( auf I  ( ∫= fdxF auf )I  
 
Bemerkung: ∫ stilisiertes∑  
 
Bemerkung: Das Symbol dxxf∫ )( bezeichnet irgend eine Stammfunktion von f , d.h. 

es gilt auch für RC∈ ∫ += cxFdxxf )()( auf I  
 
Bemerkung: Aus ∫ = )()( xFdxxf und ∫ = )()( xGdxxf folgt nicht )()( xGxF = auf I  
 
Die bestimmte Integration ist die Umkehrung der Differentiation, d.h. für Ix∈ gilt: 

 ∫ = )()( xfdxxf
dx
d und cxfdxxf

dx
d +=∫ )()(  ⊗  

vorausgesetzt es existiert eine Stammfunktion dxxf∫ )( und f ist diffbar.  
Eine Beziehung 
 ∫ = )()( xFdxxf  auf I  
kann somit immer durch Differentiation überprüft werden. Mit⊗ erkennt man daß jede  
Differentiationsformel sofort eine Integrationsformel liefert. 
z.B.: 

∫ ∫ ==⇒= cxcdxdxxCcxC )´()´( auf R )( Rc∈  
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( ) xdx
xx

x ln11ln ´ =⇒= ∫  auf )0,(−∞ und ),0( ∞  

xx edxe∫ =  aufR  

∫ ∫ =−= xxdxxxdx sincos,cossin        aufR  

∫ ∫ == xxdxxxdx sinhcosh,coshsinh       aufR  

∫ =
+

xdx
x
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1
1
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Rechenregeln für unbestimmte Integration 
 
Wir treffen die folgende Verabredung 
I. Die folgenden Formeln gelten für alle Intervalle I auf denen die rechten Seiten 

existieren. 
II. Treten Ableitungen auf, so wird deren Existenz stillschweigend vorausgesetzt. 
III. F bezeichnet durchgehen eine Stammfunktion zu f . 
 
Dann gelten: 
 dxfdxfdxff nnnn ∫∫∫ ++=++ αααα ...... 1111  

 ∫ ∫−= dxFgFgfgdx ´  

 ( ) GFdxggf �� =∫ ´   ( )∫ = ))(()´())(( xgFdxxgxgf  
      ( )⊗⊗  
Zwei Spezialfalle der letzten Regeln sind: 

 ∫ +=+ )(1)( baxF
a

dxbaxf  

 )(ln
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)´( xgdx
xg
xg =∫  

 
 
Substitutionsregel II.1: 

 
Sein IIgRIf =→ )(,: 0 mit 0)( ≠xg )( oIx∈ und ´)( ggf � besitze auf 0I eine 
StammfunktionΦ . Dann existiert eine Umkehrung 1−g von g auf I und 

( ))()( 1 xgxF −Φ= ist dort eine Stammfunktion von f , kurz 
  
 ( )[ ]
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xgt
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Daher sei 
   

[ ] ( ))(:)( )( xt xt ψϕϕ ψ ==  
 
Bew. folgt  1.Seite 



Regeln: Man setze ∫ dxxf )( einfach )´();( tgdxtgx == und werte das 

entstehende Integral ( ) dttgtgf )´()(∫ aus und im Ergebnis ersetzt 

man t durch ).(1 tg −  
 

Beispiel II.2:  ∫ x
dx
sin

   Die Substitution tx arctan= liefert ttg arctan2)( =  
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Beispiel II.3:  ∫ =−=+=⇒+ dtdxtxxtdxx
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Beispiel II.4:  dxffdx
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Die Partialbruchzerlegung 
 
Für die Integration einer echten gebrochenen rationalen Funktion ist deren Zerlegung 
in Partialbrüche sehr wichtig. 

Gehen wir aus von einen rationalen Funktion
)(
)()(
xq
xpxf = . Die Polynome haben 

keinen gemeinsamen Polynomfaktor. Des weiteren gelte grad gradxp <)( )(xq . 
 
 
Kochrezept zu Berechnung einer Partialbruchzerlegung 
 
1.Schritt: Bestimmen der Produktdarstellung von )(xq . 

mn l
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k xqxqxxxxaxq )(...)()(...)()( 1
11 ⋅⋅⋅−⋅⋅−= mit paarweise  

verschiedenen Nullstellen nxx ,...,1 und den Vielfachheiten nkk ,...,1  



und verschiedenen quadratischen Polynomen )(xai , die in R keine 
Nullstellen besitzen, mit Potenzen il ).1( mi ≤≤  

 
2.Schritt: Partialbruchansatz 

Zu jedem Linearfaktor )( ixx − von )(xq der Vielfachheit ik und zu jedem 
quadratischem Faktor )(xqi der Vielfachheit il wählt man nun als Ansatz 
Funktion der Form 
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Diese Funktionen werden als Partialbrüche von 
)(
)(
xq
xp bezeichnet. Ziel ist 

es nun 
)(
)(
xq
xp als Summe solcher Partialbrüche darzustellen 

 
3.Schritt: Koeffizientenbestimmung 
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   Koeffizienten vergleichen 
   Einsetzen bestimmter WerteX −  
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Das Bestimmen der Koeffizienten kann sowohl durch Einsetzen als 
auch durch Gleichsetzungsmethoden geschehen. Dazu multipliziert 
man zuerst die Ansatzgleichung mit )(xq . Daraus ergeben sich die 
Bestimmungsgleichungen für srsrji CBA ,,, ,,  

 
 
Beispiel: Betrachten wir exemplarisch  
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Integration einer rationalen Funktion R(x) 
 
!.Schritt: Mittels Partialbruchzerlegung wird )(xR dargestellt in der Form: 

   
)(
)()()(
xg
xpxgxf −=  

mit den ganzen Polynom )(xg und Polynomen )(xp und )(xq die keinen 
gemeinsamen Polynomanteil besitzen. 

 

2.Schritt: Man bestimmt die Partialbruchzerlegung von .
)(
)(
xq
xp  

Dabei verwendet man die folgende Formel 
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Integration von ( )axeR  
 
Es bezeichnetR eine rationale Funktion. In einem Integral der Form ( )dxeR ax

∫ führt die 

Substitution ,axet = d.h.
at
dtdxt

a
x == ,ln1 auf 
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Mit ),( yxR soll im Folgenden ein rationaler Ausdruck in x und y sind, d.h. ),( yxR  
entstehen aus yx, und Koeffizienten allein durch Multiplikation, Substitution, Addition 
und Division.  
 
 
Integration von )cos,(sin xxR  
 
Man substituiert 
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Integration von )0(),,( 2 ≠++ acbxaxxR  
 

Man substituiert mit ,1, dudxxu
α

βα =+= so daß man eine Normalform der Form 

 ( ) dxuuRdxuuRdxuuR )1,(,)1,(,1, 222 −−+ ∫∫ ∫  
Die Substitution tutu cosh,sinh == bzw. tu sin= führt auf eine der Bekannten und 
schon behandelten Typen. 

Beispiel: ( ) ( )∫∫ −+++
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Integration von 0,, ≠−
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Das Riemannsche Integral 
 
Betrachten wir folgende Situation: F sei diffb. auf [ ]ba, und ´: Ff = sei ebenso bekannt 
wie der Anfangswert )(aF kann man F(b) bestimmen. 
Nach dem Mittelwertsatz gilt 

))(()()( abfaFbF −+= η  ),( ba∈η  



Aber wie groß ist .η  Wenn sich f nicht sehr ändert, gilt zumindest für bel. ),( ba∈ξ  
 ))(()()( abFaFbF −+= ξ  
Verfeinerung: Teilpunkte bxxxa n =<<<= ...10 sind eine beliebige Zerlegung Z des 
Intervalls [ ]baI .:= . Diese Zerlegung berechnen wir mit { } [ ]nkkn xxIxx ,:,,..., 10 −= soll 

−k te Teilintervall von Z mit Länge 1: −−= kkk xxI sein, und k
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Definition: Die Funktion [ ] Rbaf →,: heißt Riemann-integrierbar auf [ ]ba, , wenn 
jede Riemannfolgen ),( jjZS ξ gegen einen Grenzwert konvergiert. Diesen 

gemeinsamen Grenzwert bezeichnet man mit dem Symbol ∫
b

a

dxxf )( und nennt ihn das 

Riemannintegral von f über [ ].,ba  
 
 
Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 
 
BesitztF auf dem Intervall [ ]ba, eine stetige, aber auch R-integrierbare Ableitung, so 
ist 
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Für eine beliebige ZerlegungZ von [ ]1,1− mit δ≤Z gilt 

 ∫
−

⇒≤−
1

1

)(1),/ dxxfZS δξ  

ist R-integrierbar. 
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Satz: Jede auf [ ].,ba stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar. 
 
 
Ungleichung für Riemann-Integrale 
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Beweis: oBdA sei .ba <  Für jede Riemann-Summe gilt 

  )())((
11

1 abfIfxxf
n

k
k

n

k
kkk −=≤−

∞
=

∞
=

− ∑∑ ξ  

 
 
Zweiter Hauptsatz der Differential und Integralrechnung 
 
Jedes Cf ∈ [ ]ba, besitzt eine Stammfunktion auf [ ].,ba , z.B. die Funktion 
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Bisher haben wir zu allen Funktionen das Integral in einer geschlossenen Form 
darstellen können, aber nicht zu allen Funktionen muß sich die aus elementaren 
Funktionen darstellen lassen. In den Fällen liefert das Integral  
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d) Elliptische Integrale und deren Umkehrfunktion 
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Vorschläge und Ideen zur Berechnung obiger Funktionen 
 
° Für einige Spezielle x lassen sich obige Funktionen analytisch bestimmen, z.B. 
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° Reihenentwicklung nach endliche vielen Termen abbrechen, z.B. 
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Vorsicht! Konvergenzradius der Reihenentwicklung beachten; 
Vertauschen der Beiden Grenzprozesse  
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Quadraturverfahren 
 
z.B. summierte Mittelpunktsformel 
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lle Integration (Produktintegral) 
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Substitutionsregel: Es gelten 

i) f stetig in ),( ba und g stetig diffb. auf ),( ba  
ii) Es ist ( ) ),(),( babag ⊂ und bgag == )(,)( βα  

Dann gilt die Substitutionsregel 

( ) ( )∫∫∫
−

−

==
)(

)(

1

1

)´()()´()()(
bg

ag

b

a

b

a

dttgtgfdttgtgfdxxf       








 == )´(),( tg
dt
dxtgx  

 
 
Handhabung von R-Integralen 
 
Es bezeichne [ ]baR , die Menge der R-integrierbaren Funktionen über dem 
Intervall [ ]ba, . 
 
Satz: Mit [ ]baRgf ,, ∈ gilt auch [ ]baRgf ,∈+ und jedes Vielfache [ ]baRcf ,∈ )( Rc∈ . 
 Weiter gilt 

  ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

gdxfdxgdxf    bzw. 

  ∫∫ =
b

a

b

a

fdxccfdx  und ∫∫ −=
a

b

b

a

fdxfdx  

 
Satz: Seien [ ]baRgf ,, ∈ mit .gf ≥ Dann gilt 

 ∫∫ ≥
b

a

b

a

gdxfdx  

 Insbesondere gilt für :0≥f   0≥∫
b

a

fdx  

 
Satz: Ein auf [ ]ba, R-integrierbare Funktion ist dort notwendig beschränkt. 
 
Beschäftigen wir uns nun mit der Frage, wie man einer Funktion ansehen kann, ob 
sie eine Stammfunktion besitzt bzw. R-integrierbar ist. 
Wir liefern im Folgenden hinreichend Integrabilitätskriterien.  
 
Satz: Jede auf [ ]ba, stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar, d.h. [ ] [ ]baRbaC ,. ⊂ . 
 



Darbouxsche Integrale 
 
f sei beschränkt auf [ ]ba, , Z irgend eine Zerlegung von [ ]ba, mit den Teilintervallen 

[ ]kkk xxI ,1−= . 
Mit 
 )(inf: xfm

kIx
k ∈
=   )(sup: xfM

kIx
k

∈
=  

bilde man die Unter- und Obersumme 

 ∑
=

=
n

k
kk ImZfU

1
:),(  , ∑

=
=

n

k
kk IMZfO

1
:),(  

 
Offenbar gilt stets   ),(),( ZfOZfU ≤  
 

         O ),(
^

ZfO=  

         U ),(
^

ZfU=  
 
 
 
 
 
 
 
[ ]baB , sei die Menge der Funktionen mit beschränkter Variation 

z.B. [ ]baBx ,∉α für 0<α  
Satz: [ ]baBf ,∈ ist genau dann Darboux-integrierbar, wenn es zu jedem 0<ε eine 

ZerlegungZ mit 
   ε<− )()( ZUZO  
 gibt. 
 
z.B. Offensichtlich gilt [ ]1,1−∈ Bf und für jede 

Zerlegung bei der O das Ende eines 
Teilintervalls ist, gilt 0)()( =− ZUZO ε< für 
alle 0>ε  

 
 
 
 
Satz: Genau die Funktionen aus [ ]baR . sind Darboux-integrierbar. 
 
Bem.: D-Integrierbarekeit ist eine Darstellung der R-Integrierbarkeit. 
 
Satz: Jede auf [ ]ba, monotone Funktion ist auf [ ]ba, R-integrierbar. 
 
Def.: Eine Menge RM ⊂ heißt Nullmenge, wenn es zu jedem 0<ε höchstens 

abzählbar viele abgeschlossene Intervalle ,..., 21 II gibt, die M überdecken und 
deren Längensumme∑ ≤ εkI gilt. 
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etrachte zu jedem M∈ξ das Teilintervall 
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,
24

εξεξξ (nAnzahl der Elemente 

nM ). Dann gilt
n

I k
ε

= und somit ∑ ≤ εkI . 

ebesguesche Integrabilitätskriterium 

ie Funktion f ist genau dann auf [ ]ba, R-integrierbar, wenn sie dort beschränkt und 
ast überall stetig ist, d.h. die Menge der Unstetigkeitsstellen ist eine Nullmenge.  

atz: ∫
b

a

fdx existiert immer dann, wenn f auf [ ]ba, beschrankt und dort an höchstens 

abzählbar vielen Stellen unstetig ist. 

atz: Unterscheidet sich f und [ ]baRg ,∈ nur an endlich vielen Stellen des Intervalls 

[ ]ba, , so gehört auch f zu [ ]baR , und es gilt ∫∫ =
b

a

b

a

gdxfdx  

em.: Beim Integrieren kommt es nicht auf endlich viele Funktionswerte nicht an! 

atz: Die Funktion [ ]baRf ,∈ ist auf jedem Teilintervall von [ ]ba, integrierbar. Sind 
321 ,aaa irgendwelche Punkte in [ ]ba, , so gilt die Gleichung 

  ∫∫ ∫ +=
2

31

3

1

a

a

b

a

a

a

fdxfdxfdx  

em.: Setze ⇒= 13 aa ∫∫ ∫ ∫ =⇒+=
1

1

2

1

1

1

2

1

0
a

a

a

a

a

a

a

a

fdxfdxfdxfdx  

atz: Mit [ ]bagf ,, ∈ liegen auch die folgenden Funktionen in [ ]baR , : 
( )( ) ( ) ( ) gfgfgfffxfff ⋅⋅⋅= −++ .min,max,,)0(,0max)(,  

ilt 0)( >≥αxg auf [ ]ba, . Dann gehört auch [ ]baRgf ,∈  

ieso genügt nicht ,0)( >xg z.B.




=
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xg
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=
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x
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 [ ] [ ]1,0,1,01 RgR ∈∈  



Mittelwertsatz der Integralrechnung 
 
Ist f [ ]ba, R-integrierbar, so gibt es eine wohlbestimmte Zahl ff supinf ≤≤ µ mit 

)( abfdx
b

a

−=∫ µ . 

Für stetiges f ist )(ξµ f= mit ( )bs,∈ξ . 
 
Integrale der Form 

∫
∞

−

0

dxe x [ ] 11limlimlimlim 0

0
0

=+−=+−=−== −

∞→

−−

∞→

−

∞→

−

∞→ ∫
t

t

t

t

tx

t

t
x

t
eeeedxe  

uneigentliches Integral 
 
 
Integrale über unbeschränkte Intervalle 
 

Ist die Funktion f für jedes af > auf [ ]ta, R-integrierbar und strebt ∫ →
t

a

Ifdx für ∞→t so 

Sagt man, das uneigentliches Integral ∫
+∞

a

fdx konvergiert oder existiert und habe den 

Wert I , kurz es sei ∫ ∫
∞

∞→
=

a

t

a
t

fdxfdx lim:  

 
Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral wird als divergent bezeichnet. 
 

Bsp. a) ,1
0

=∫
∞

− dxe x da [ ] 110
0

→−=−= −−−
∫

ttx
t

x eedxe  

b) 
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−
∫

t

t
dxx

t

ln
1
1

1

1

1
αα

α

α   
1,

1,

=

≠

α

α
 

 
  für ∞→t folgt 

  ∫
∞

−

1

dxx α konvergiert genau dann, wenn 1>α gilt. 

 
 
 
 
Cauchy´sches Konvergenzkriterium 
 

Das Integral ∫
∞

0

fdx konvergiert genau dann, wenn folgende Cauchybedingung erfüllt 

ist. Zu jedem 0>ε gibt es eine Stelle so, daß für 0sst >> stets ε<∫
t

s

fdx erfüllt ist. 



Bsp.: 






 ∞=∫
∞

usIntegral
Sidx

x
x

sin0

)(sin ist konvergent. ts <<0 gilt 

∫∫ −−




−=
t

s

t

s

t

s

dx
x

x
x
xdx

x
x )1)(cos(cossin

2 und somit 

 
sstst

dx
xst

dx
x
x t

s

t 21111111sin
2

0

=+−+=++≤ ∫∫  

 mit dxffdx ∫∫ ≤  

 Dies bleibt für alle
ε
2:0 => ss gewiß kleiner alsε . 

Es gilt ferner 

   ∫
∞

=
0 2
sin πdx
x
x  

 
 
verschiedene Konvergenzkriterien 
 
Satz: Es sei .0≥f  

 ∫ ∫
∞

<>∀>∃⇔
a

t

a

kfdxatkfdx :0  

 

Satz: Ein absolut konvergentes Integral ∫
∞

0

fdx ist erst recht konvergent und es gilt: 

   ∫∫
∞∞

≤
aa

dxffdx  

 

Majorantenkriterium: Ist gf < auf [ ]∞.0 und konvergiert ∫
∞

a

gdx , so ist ∫
∞

a

fdx  

konvergent. 
 

Minorantenkriterium: Ist fh ≤≤0  auf [ ]∞.0 und divergiert ∫
∞

a

hdx , so muß auch 

∫
∞

a

fdx divergieren.  

 

Grenzwertkriterium: Sind f und g positiv auf )[ ∞,1 und strebt
)(
)(
xg
xf für ∞�x  

gegen einen positiven Wert, so haben die Integrale ∫
∞

a

fdx  

und ∫
∞

a

gdx das selbe Konvergenzverhalten. 



 Strebt 01 →
g

so kann man aus der Konvergenz von ∫
∞

a

gdx  

auf die des Integrals schließen. 
 
 
Integrale von unbeschränkten Funktionen 
 
Ist f in )[ ∞,1 unbeschränkt, strebt aber 

 Ifdx
t

a

→∫ für −→ bt  

so sagt man das uneigentliche Integral konvergiert bzw. existiert und habe den 
Wert I . Kurz 

 ∫∫ −→
=

t

a
bt

b

a

fdxfdx lim  

 

Bsp.: 
21

1

0
2

π=
−∫ x
dx da ∫ =→=

−

t

t
x

dx

0
2 2

1arcsinarcsin
1

π  

 ∫
−

1

1 x
dx existiert nicht, da z.B. das Integral ∫

1

0 x
dx  

 
 
Cauchy-Hauptwert 
 
Betrachtet man beispielsweise das Integral 

 ∫ −

b

a cx
1   ( ))bca <<  

so mag man sich eine Verallgemeinerung des Integralbegriffs wünschen, da zwar 

nicht ∫∫
∈+

∈→

−

∈→ −
+

−

b

c

c

a

dx
cx

dx
cx

1lim1lim
00

ε

existiert, jedoch 










−
−

− ∫∫
+

−

∈→

b

c

c

a

dx
cx

dx
cx ε

ε 11lim
0

. 

 
Dies bezeichnet man als Cauchy-Hauptwert oder part finite. Allgemein bezeichnet für 
eine Funktion f mit einer Unstetigkeitsstelle ( )bac ,∈  

 p.f. 









+= ∫∫∫

+

−

→

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
ε

ε

ε
)()(lim)(

0
 

den Cauchy-Hauptwert. 
 
Bsp.: )( bca <<  

 p.f. =
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ε

ε

ε
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Bem.: Für den Hauptwert eines Integrals über ein beschränktes oder unbeschränktes 
Gebiet gilt folgendes: 

 Existiert das uneigentliche Integral, so existiert auch sein Hauptwert und beide 
sind gleich. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. 

 
Einschub: Ein zum Cauchy´schen Hauptwert äquivalentes gibt es auch bei 

Integralen über unbeschränkte Intervalle. Hier berechnet man 

   ∫
−

→

δ

δ
δ

,)(lim
0

dxxf  

 falls er existiert, als Hauptwert des Integrals und bezeichnet ihn mit  

   p.f. ∫
∞

∞−

.)( dxxf  

 
Bsp. zu Bem.: unbeschränktes Intervall 

   Da für den Integranden )()( xfxf −=− gilt, ist 0
1 2 =
+∫

−

dx
x
xδ

δ

 

   und daher dx
x

dx
x
xdx

x
dx

x
x

∫∫∫∫
−−−− +

=
+

+
+

=
+
+ δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ
2222 1

1
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1
1
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   Es gilt 










+
+

+
=

+ ∫∫∫
−

∞→

∞

∞−

dx
x

dx
x

dx
x

0

2
0

22 1
1

1
1lim

1
1

δ

δ

δ
 

    ππδ
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δ
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+
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2arctanlim2

1
1lim2

0
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   Also ist p.f. dx
x
xdx

x
x

∫∫
−

∞→

∞

∞− +
+=

+
+ δ

δ
δ 22 1

1lim
1
1  

    π
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δ
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=
+∫

−
∞→
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x 21
1lim  

 
 
Konvergenz-Test 
 
Da die Aussagen über die Konvergenz bzw. Divergenz eines Integrals bei der 
Funktion αx recht eindeutig sind, wird sie gerne als Testfunktion verwendet. 
 
Vergleichskriterium 
 Seien f stetig auf )[ ∞,a , g auf [ ]ba, und Rba ∈,  

 Dann gilt ∫
∞

⇒−<∞≤≤≤
a

dxxfaxakxxf )(1,,)( α konvergiert 

 ∫⇒<<−≤<≤
b

dxxgbxokxxg
0

)(01,.)( αα konvergiert 

 

Bsp.: ∫
∞

0

sin dx
x
x Da 1sinlim

0
=

→ x
x

x
ist der Integrand bei 0=x durch1 

 zu ersetzen.  



Da ∫∫∫ +=
cc

dxxfdxxfdxxf
1

1

00

)()()( gilt, braucht nur das zweite Integral untersucht 

werden. 

Partielle Integration: ∫∫ 








−
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∞→
→−−

ccc

dx
x
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dx
x
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2
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10

1coscos1sin

�����

 

Für ∫
c

dx
x
x

1
2

cos liefert das Vergleichskriterium 

 2
222

1coscos −≤≤≤ x
xx

x
x
x  1, ≥x  

Also konvergiert ∫
∞

0

sin dx
x
x , was wir schon mittels Cauchy´schen 

Konvergenzkriterium gezeigt haben. 
 
 
Motivation und Definition des Riemann-Stieltjessche-Integrals 
 
Das Riemann-Stieltjessche-Integral ist eine Verallgemeinerung des Riemannschen 
Integrals. Betrachten wir die folgenden Motivation. 
Die Punkte nxx ,...,1 der x-Achse seien mit den Massen nmm ,...,1 belegt. Dann nennt 
man 

 
n

nn
s mmm

xmxm
x

+++
++

=
...

...

21

11  

den Schwerpunkt des Massensystems. 
 
Formulieren wir nun den Schwerpunkt nun in einer anderen Weise. Dazu definieren 
wir eine Belegungsfunktion )(xm auf dem kompakten Intervall [ ]ba, so: 

)(am sei0 und )(bm bedeute die im Intervall [ ]ba, vorhandene Masse. Für die diskrete 

Belegung der x-Achse mit Masse ∑
−

=

=
1

1
)(

k

i
imxm mit [ ]kk xxx ,1−∈ und ∑

=
=

n

i
imbm

1
)(  

Es bezeichne ( )nξξξ ,...,1= einen Zwischenvektor zu der Zerlegung Z , d.h. 
( )jjj xx ,1−∈ξ   nj ,...1=  

Aufgrund der obigen Betrachtung liefert 

 ( )∑
=

−−=
n

k
kkk xmxm

m
x

1
1

~
)()(1 ξ  

 
Läßt man das SystemΣ um die y-Achse rotieren, so wird man bei dem Versuch das 
Trägheitsmoment von Σ zu bestimmen auf Zerlegungssummen der Form 

 ( )∑
=

−−
n

k
kkk xmxm

1
1

2 )()(ξ  

und deren Grenzwert geführt 
 
Diese Beispiel gibt Anlaß zu den folgenden Definitionen 
 



Definition: Es sei [ ] Rbaf ⇒,:,α  
Ist { }nxxZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, und ( )nξξξ ,...,1= ein 
zugehöriger Zwischenvektor, so heißt  

  ( )∑
=

−−=
n

k
kkk xxfZfS

1
1 )()()(),,( ααξξα  

eine Riemann-Stieltjessche-Summe. 
Ist )( jZ eine Zerlegungsfolge, so bezeichnet man die Folge der Summe 

),,( ξα ZfS als die RS-Folge.  
 
Strebt eine RS-Folge gegen einen und damit gegen ein und den selben Grenzwert, 
so sagt man, f sei auf [ ]ba, bzgl. α RS-integrierbar. Den gemeinsamen Grenzwert 
aller RS-Folgen bezeichnet man mit 

 ∫∫∫
b

a

b

a

b

a

fdxfdxdxf ααα ),(),()(  

und nennt ihn das RS-Integral von f über[ ]ba, bzgl. Des Integratorα  
 
Satz: Mit f und g liegt auch die Summe gf + und jedes Vielfache cf in [ ]baR , . 
 Ferner ist f auch bzgl. αc integrierbar und es gilt 

  

∫∫

∫∫
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=
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+=+
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gdfddgf
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αα

ααα
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Ist f bzgl.α und bzgl. β integrierbar, so ist f auch bzgl. βα + integrierbar und es 
gilt 

  ∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

fdfdfd βαβα )(  

 
Satz: Liegt f in [ ]baR ,α , so liegt umgekehrtα in [ ]baR f , und es gilt 

 [ ]∫∫ =+
b

a

b
a

b

a

fdffd ααα  

 
 
Wir treffen folgende Vereinbarung 
 

∫ =
b

a

fd 0α und ∫∫ −=
b

a

a

b

fdfd αα :  

Satz: ist [ ]baRf ,α∈ und sind [ ]baaaa ,,, 321 ∈ so gilt 

 ∫∫∫ +=
2

3
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1

2

1

a

a

a

a

a

a

fdfdfd ααα  

 



Bem.:  Wenn f bzgl. α auf [ ]ba, und auf [ ]cb, RS-integrierbar ist, braucht  

  ∫
c

a

fdα nicht zu existieren! 

 

Bsp.: 
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1
* ξααξξα fxxfZfS ii =−= +  ),(, 1

*
+∈ ii xxξ  

,0* >ξ  ,01 →−+ ii xx  1→αS  
,0* >ξ  ,01 →−+ ii xx  0→αS  

 
 
Definition: Die Funktion g heißt von beschränkter Variation auf [ ]ba, , wenn es eine 

Konstante 0>M gibt, so daß für jede Zerlegung { }nxxZ ,...,0= stets 

   MxgxgZgV
n

k
kk ≤−=∑

=
−

1
1 )()(:),(  

 bleibt. In diesem Fall wird die reelle Zahl ),(sup:)( tgVgV b
a = die totale 

Variation von g genannt. 
 

Die Menge aller Funktion auf [ ]ba, mit beschränkter Variation bezeichnet 
man kurz mit [ ]baB ,/ . 

 
 
Fundamentalsatz für RS-Integrale 
 
Ist die Funktion [ ]baBf ,∈ bzgl. [ ]baB ,/∈α auf [ ]ba, RS-integrierbar, so gilt 

 )(αα b
a

b

a

Vffd ⋅≤
∞∫  

 
Satz: Sind die Funktion f und die Ableitung ´α vonα R-integrierbar auf [ ]ba, , 

so ist ∫
b

a

fdα vorhanden und ∫=
b

a

dxf ´α  

 
Satz: Seiα Treppenfunktion auf [ ]ba, , die genau an den Stellen ncc ,...,1 Sprünge der  

Größe nαα ,...,1 bezeichnen. Dann ist für jedes [ ]baCf ,∈ stets 

 ∑∫
=

n

k
kk

b

a

cffd
1

)( αα  
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