Mathematik fiir Ingenieure II1

I Funktionen von mehreren reellen Variablen

Definition 1.1:

Beispiel 1.2:

Funktion u = f(x) mit xe D (D= f(x))c R"und ue R heil}en
Funktionen von n Variablen (auch (reelle-) skalarwertige
Funktionen). Dabei sei X = (x,...x,) mit x, e R(1<i<n)
Wir schreiben auch
U=f(x.x,),(x.x,)e DcR" (Jenach Zusammenhang
schreibt man auch

u=f,y)u=fre)u=f(xy,z)
Kegelfunktion gegeben durch
u=f(x,y)=+x*+y>,(x,y)e D= {(x,y)e RZ‘OSXZ +y? SRZ}
und Hoéhenlinien (bzw. Niveau o. Aquvipotentiallinien)

Vh ={(x,y)e D|f(x,y) = h}

Partielle Ableitungen der Gradienten

Definition 1.3:

D c R"offen
f:D— Rund (a,,...,a,)e D . Existieren die Ableitungen der
partiellen Funktion

X, fa,ay,...a, ,X,,0,,,..,4,)
an der Stelle x, =a,, so nennt man dies die partielle Ableitung
von f nach x, im Punkt a,.

Man bezeichnet
a—F(a)oaferMPc =a
ox, ox

(man beachte hier d anstatt d'!
Fir partielle Ableitungen verwendet man auch die Notation

f _9'f 2’ f
fxx axax axz f“u ZW fxy ayax (.f"x)y f12 y xf

Kann die Reihenfolge der Differenzierung vertauscht werden?

2
X
2

_ 2
Beispiel 1.2: Sei f(x, y):{xy Y fiir(x, y)¢(0|0)}
X +y

Aulderhalb des Punktes (0]0) gelten
4. 423 5
I _xy 24xy2 ) baw. af(O,y):_y
ay (x"+y%) ox

und



Satz I.5:

Definition 1.6:

Definition 1.7:

Definition 1.8:

al:—x4y—4x3y2 +x° bz, of (x,0) _.
ay (x2+y2)2 ay -
Da £(0,y) = f(x,0)=0gilt folgt:
IOy _ U (x0) _
ox )
Es gilt nun

—yund ((x,y)e Rz)

IO __,, _(00)
dyox 0xdy

o°f und o°f
0xdy dyox
und in (x,,y,) stetig. Dann gilt:
f  df
oxdy  Jyox

sein in einer gewissen ¢ - Umgebung U vorhanden

Die partielle Ableitung einer Funktion zu einem Vektor
zusammen gefaldt, bezeichnet man als Gradienten von f an

Der Stelle x

of (x)
ox,
grad f(x)=| . |(=Vf(x)eR*
o (x)
ox,
(bzw. V :(i,...,iJ )
ox,  ox,

/f heildt k-mal partiell diffbar. ,wenn alle k-ten Ableitungen

existieren, sind samtliche Ableitungen stetig, dann heif3t
f k-mal stetig partiell Diffbar.

Sei D c R*offen. Die Menge der k-mal stetig part. diffb.
Funktionen f:D — R bezeichnen wir jetzt mit C* (D, R) (oder

kurz C*, wenn D und R aus dem Zusammenhang klar sind)und
nennen f e C*(D,R)eine C*- Funktion.

C*(D,R):=1{f:D — R|f :k-mal stetig part. diffbar. }

C°(D,R) (= C(D,R)):=1{f: D — R|f ist stetig }

(Satz von Schwarz)
Sei @# D = R" offen . Dann sind fUr jedes fe C"(D) (me N)die

part. Ableitung der Ordnung < munabhangig von der Reihenfolge
der Differentiation.



Definition 1.9: (Landau-Symbol, klein 0)
Far f,g:R" < D — Rund x,e D, ke N schreibt man

S(x) = () +o(x = x, )"

falls
lim f(x) _glgx) =0
X=X, |)C _ )C0|
Bemerkung: O-Symbol ist keine eindeutig festgelegte Funktion.

Die Approximation einer diffb. Funktion einer Variablen f:1 — R (I c Roffenes
Intervall) in der Umgebung von x, € I durch eine lineare Funktion

g(x) = f(xo) + f (xo)(x = x,)
wird mit dem O-Symbol geschrieben als

F)= £ 0xp)+ [ (g )(x = x) + 0fx = x, )
Fur Funktionen von mehreren Variablen gewahrt die partielle Differenzierbarkeit
allein noch nicht die analoge Approximation durch lineare Funktionen.

Definition 1.10: Sei D c R"offen. Eine Funktion f: D — Rheil3tin x, € D total
differenzierbar (oder linear approximierbar, wenn es einen Vektor
ae R"mit

() fO) =S+ <a,(x=xy) > +o(x = x,)

(frx nahex, ) gilt

Anschauliche Deutung:
Der ,iiber“ D c R*liegende Graph
z= f(x,y)wird in der Nahe des

Flachenpunktes (x,, v, f(x,,7,))

durch die Ebene

TS T R ,(x_’%} >
fy(xosyo) Y=Xo X

mit einem Fehler R(x,y) = 0y/(x—x,)* + (¥ =y,

Satzi11: Ist fin x, e Dtotal diffb., f(x)= f(x,)+<a,(x—x,)>+o(|x —x,|),

Dann gilt:
a) fist stetig in x,

b) %ing%(f(xOJrhv)—f(xo)) =<a,v> (ve R",v#0)
c) fist part. diffb. und a eindeutig bestimmt als a = grad f .

Beweis: a) lim f(x) = f(x,) = lim < a,(x—x,) > +o(x —x,[) = 0
b) Far Punkte der Geraden x, + Avergibt (i)(in Def.110)
f(xy +hv) = f(x,)=h <a,v>+o(hv]) Division durch hund
anschlieBenden Grenzubergang liefert die Behauptung.



C) Man nimmt v=¢, in b) und erhalt

S _ liml(f(xo +he;)— f(x,))dann
axi h—0 h
Jf

—(x,)=<a,e, >=a,

ox,

1

Im Sinne von Def.l.10 bedeutet
f(x)= f(xo)y+<grad f(x,),x=x, >+0(x~x,)
die lineare Approximation von f(x)nahe bei x, .

Satz 1.12: Jede C'- Funktion f:D — R (D c R" offen) ist auf D total
diffbar.
Beispiel: In der Umgebung von (1,1) lautet die lineare Approximation der Funktion

fO,y)=x*+2x"y* +y
-1 .
fGy) = fLD+< Vf(l,l),(; ) J ro(-D2 +(r-D7))

=4 +10(x—-1)+5(y—-1)+o0
Dementsprechend

z=4+10(x—1)+5(y—1) bzw. 10x+5y—-z =11
die Gleichung der Tangentialebene der Flache

z=x"+2x’y* +y
im Flachenpunkt (1,1,4)

Richtungsableitung

J

Partielle Ableitungen a—(x) geben die Anderung der Funktion in

1

Richtung der Koordinatenachsen an.
Wie sieht es mit anderen Richtungen aus?
Betrachten wir den Fall n =2

Man lege jetzt eine zur z-Achse parallele Ebene durch die Gerade

[ii% t(:i] =U||:1

Die Schnittlaufe des Graphen:z = f(x, y) besitzt
die Darstellung:

X, +1v,
x(t) = Yo T 1v,

Sy +v,py, +v,)




Mit dem Tangentialvektor:

vy

x(t)= v,
hm (f(f(xo +vLy,+v,)— f(xoayo)

im Kurvenpunkt(xo,yo,f(xo,yo)).
Die Tangente hat den Anstieg

lim~ (f(f(xo + V1, vy +v,) = f(xy, %)

Die motiviert den Begriff Richtungsableitung. Zu jedem Vektor ve R",

v| =1, nennen
wir den Grenzwert

9,/(x) = lim-— L) - 7))

(so fern er existiert) die Rlchtungsabwelsung von f an der Stellexin Richtungv, .

Bemerkung: Notation: Anstatt 9 f(x) verwendet man haufig auch
Schreibweisen wie
9
——(x)oderD, f(x)
v
Satzi.14: Sei D c R"offen. Fir alle total diffbar. Funktionen f: D — Rund

fur jeden Vektorve R",

V=1, gilt

ovf (x) =< grad f(x),v>= (ansl(x) : vij

i=1 i

Wie sieht es mit dem Anderungsverhalten einer Funktion Iangs eines im Def.bereich
verlaufenden Kurve (z.B. Bahn eines bewegten Punktes) aus?

Diese Untersuchung fuhrt zur Kettenregel.

Satzi.16: Fir jede C'- Funktion f:D— R, D c R"offen, und fir jedes
Kurvenstiick x: R > [a,b] — D gilt:

 F0) = (5O 5:(03,0)
- al(xl () x: (t)) +aal(x2 (t)).Cz(t)j . +aal(xn ()% (t))
xl‘l

ox, X,
=< grad f(x(1)), ).c(t) >

Bedeutung des Gradienten




Sei f:R" o D — Rein C'- Funktion. Dann ist der Anstieg im Punkt xe Din Richtung
eines Vektors ve R",|v|=1gegeben durch
ovf (x) =< V£ (x),v >=|Vf (x)|y]cosr = |V (x)|cos &x
wobei a der Winkel zwischen den Vektoren V£ (x)undvist.
dvf (x)ist am groften, falls cosa =1d.h.a =0ist

v

Also gilt: furVA(x) #0
Richtung von Vf'(x) =Richtung des stirksten Anstiegs vonx fin x.

Vektorwertige Funktionen

Betrachten wir Funktionen, die jedem Ortsvektorxe D c R" ein
Vektor f(1)e R"zuordnen.

L)) [ S x,)

fR"DD->SR" f(x)=| . |=

£, (x) S (X150 x,)

und Ubertragen alle Begriffe skalarer Funktionen auf vektorwertige Funktionen.

Definition 1.19: Seif:R">D—R"und x,,x,e D
i) Grenzwert, partielle Differentiation und Landau-Symbol ,,0"

sind komponentenweise definiert, d.h.
lim /, (x) Yr vy
X=X axi

lim f(x) = : ;ai(x) =

X=X axi
lim £, (x) Py
XX, ax

i

f(x)=0Qx—x0|)c> fk(x):0|(x—x0)| (k=1,...,m)

ii) f stetig, part. diffb. oder C'- Funktion genau dann wenn
samtliche Komponentenfunktionen f,von f (k =1,...,m)

stetig part. diffb. bzw. C'- Funktion sind.

iii) f heildtin x, € D total diffb. oder linear approximierbar,
wenn es ein(nxn)- Matrix A und eine -
UmgebungU, (x,)in D gibt, so dal fur allexe U, (x,) gilt:
® £(x)= /(%) + A(x—x,) +0x = x, )

lineare Approximierbarkeit aller Komponentenfunktionen
folgt aus® , d.h.:



fk(xo):fk(x0+<vfk(x0)7(x_x0) > +0qx_xo|))

Man definiert daher die Funktionsmatrix oder Jacobi- Matrix von finx:

Vfi (xo)T
' Jf 9 J,
Jy (xy) = . = (a_xl (x, )’---’a(xo )J = (a_x, (x)]mxn
Vf;ﬂ (xO)T
Mit Satz .11 ist 4in® eindeutig bestimmt als
A=J,(x,)

Die lin. App.eigenschaften schreibt man (fe Cl)
J(xX) = f(x)+J,(x)(x = x)
mit einem Fehler

0Qx—x0|)

Flirxe R",v(x),w(x)e R", f(x)e R und a, B € R. Es gelten die Ableitungsregeln:
a) I i (X) = 0, (X) + T 5 (x)
b) J = (), (h)+v(x)J ,(x)
= f(0)J,(x) +v(x)(Vf ()
c) I, =) Ty () +w(x)" J, (x)
d) S ow =VX)XT |, (x) = w(x) X J, (x)

Kettenregel

Seienf:R" > D — R",g:R”" > G — R*mit f(D) c G, f und g nacheinander
ausgeflhrt ergeben die Kompositiongo f: D — R* (go f)(x) = g(f(x)).

Satz 1.20: Sindf:R">D—R"inx,eD, g:R">G—R’in f(x,)e G
linear approximierbar, dann ist auch die Komposition go f linear
approximierbar und es gilt:

S gor (Xo) =Jg(f(x0)-Jf(x0))

Raumliche Skalaren- und Vektorenfelder

Fir den Fall R’ betrachten wir spezielle Skalaren- und Vektorenfelder.
e ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt xe Deine Zahl (Skalar) aus R zu.

e ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt xe Deinen Vektor v(x)e R",m > 1.
Man spricht von einem C* —Skalarfeld f oder einem C* —Vektorfeld vaufD
wenn f bzw.v C* —Funktionen sind.



Jede C' —Funktion f : R > D — Rordnen wir das Vektorfeld Gradient zu

J
a_xl (x)

Vi:D—->R , Vf(x)=
of
a(x)

Jeder C* —Funktion ' mit dem Laplace-OperatorV das Skalarfeld Vf

2 2 2
Vf:D—>R , Vf(x)za {+a {+a {(kann man auch in bel. R¢def.)
ox, ox, oOx,

Sei v:R* > D — R’ein C' —Vektorfeld dann definieren wir ein Skalarfeld
avl (x) n avz (x) n avs (x)

,Divergenz® div: D — R, di =
g iv iv v(x) ox, o, o,

und ein Vektorfeld

9 vy vy
ox, v, ox, Ox,
,Rotationrot : D — R*,rot v(x)=(Vxv)= i x| v, |= %_8&
ox, ox, ox
IO
o, ox, Oox,

Es beschreiben , div v “die Quellendichte und , ror v “die Wirbeldichte des
Vektorfeldesv.

Rechenregeln

i) rot(grad [)=0
ii) div(rot v) =0
iii) div(grad [)=Vf
iv) div(f-v)=<grad f,v>+f-divv
V) rot(f-v)=grad fxXv+f -rotv
vi) rot(rot v) = grad(div v)—Vv
(Komponentenweise auswerten)

Man bezeichnet ein Vektorfeld v als ein Gradientenfeld, wenn es ein Skalarfeld f auf
G gibt so dal®

v(x) = grad f(x) (xe G)
Die Funktion U :=—f(x) nennt man das Potential des Vektorfeldes v, und man sagt
vbesitzt ein Potential.

Satz .22 SeiveinC' —Vektorfeld auf der offenen Menge D — R". Dann
kannvhdchstens ein Potential besitzen, wenn seine Ableitungen
. . av/‘ avk .
symmetrisch sind, d.h. —=—=(j,k=1,...,n)
dx, X



o

Beweis: Im Fallev = grad fist namlich v, =

X

av./‘_ f _ 9f _on
dx, Ox;0x, Ox,0x, Ox,

Die Taylor-Formel:
Zur Erinnerung die Taylor-Formel im Eindimensionalen

Satz 1.23 I c Roffen fe C*'(I)

F(x)= f(xo)+(x%

mit dem Lagrange'Resthied

)
R, (x;) = (k+ 1)|( xo) fe(x,xo)

+ Rk+1 (xk )

Verallgemeinern wir die Taylor-Formel aus Satz 1.23 auf C**' —Funktionen
f:R" > 1 — R in n>1 Veranderlichen.

Betrachten wir fur xe D undve R" die Funktioni(¢) = f(x+1tv) (0<t<1)

Dies setzt voraus ,dal die ganze x und x + v verbindende Strecke in I liegt.
Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, da® D konvex ist, d.h.
i) D offen
ii) x,ye D=>x+t(y—x)e D (0<t<1)
Die Taylor-Formel flr h(t)ausgewertet furz = 0lautet:
1
h(l h0+h0+h0++ h*D
(1) = h(0) +A"(0) ©) 7 1)' (3]
Die Ableitung 4 (¢) bzw. h”) (0)lassen sich mit der Kettenregel bestimmen. Dazu
verwenden wir den Diverentialoperator

d d
d =<V, dhov=vy,—+v, —+..+v —
,=<V,v> | V=, ox, v, o, v, ™

n

mit der Eigenschaft
d,C'(D,R) - C'(D,R)f(x) > 9, f(x)
h()=f(x+v)
h(0) = f(x)

h(t) =< Vf (x +tv),v > h(0) =9 f(x)
ity = 3 v, < (Vf), (x4 ),V >5h(0) = 92 (x)
Satz 1.24: (Taylor-Formel fur n-Variablen)

Sei D c R"ein konvexes Gebiet, f € C**'(D,R),xe D. Dann gilt
mitx +ve Ddie Approximationsformel

® f(x+v)=f(x)+3,f(x) +%33f(x) +...+%a’:f<x)+Rkﬂ (x.7)



L9 rer &) e (0)

mit dem Restglied R, (x,v) = G

Bemerkung: Mit Hilfe von Satz 1.24 1403t sich eine Funktion f(x) (xe R”) in der
Umgebung eines festen Punkts x, € D durch ein Polynom (sog.
Taylor-Plynom) approximieren.

D)= F50) 0, £ ()43, 0% (5 ot 9% £ ()

Far den Fehler gilt f(x)— p(x) =R,,,(xy,x—x,) = 0Qx—x0|)2

Fur eine C* —Funktion heift die nach dem Satz von Schwarz symmetrische Matrix

fou o [, ()

_9f
"= 0=

[

frmxl (x) * * * frmxm (x)

die Hesse-Matrix im Punktx .

Da 9, f(x) =< Vf(x),v>und 92 f(x) = vTHf (x)v=<v,H ;(x)v >
Ergibt sich die Taylor-Formel fur einige spezielle £ =0,1,2 in ®einsetze x = x, dann

V=X—X,

Korollar 1.25: Spezialfalle der Taylor-Formel
a) F(x) = f(x,)+ < Vf(x),x - x, > (Mittelwertsatz) mit
x=x+Ax, —x) (Aeol])
b) F() = f(x )+ < V() x—x, > +%(x —xp)" - H,(x)-(x—x,) mit
Xx=x+ Ax, —x) (Ae]o,1])
c) f(x)=f(x)+<Vf(x,),x—x,> +%(x—x0)T -H_,»(;c) . (x—x0)+OQx—xO|2)
Implizite Funktionen N
Bisher hatten Funktioneng: R > D — R die wir A~

Mit den Methoden der Differentialrechnung K
Untersucht haben, die explizite Form y = g(x) . S(x,y)=0

Ist der Zusammenhang zwischen xund y je-
doch eine Gleichung f'(x,y) =0 implizit ge-

geben, so ist yi.allg. nicht eindeutig festgelegt. . >

> 5

Y



Definition 1.25:

Beispiel:

Satz |.26:

Beweis:

-al

Sei f:R> > D — R.Man nennt, die durch f(x,y)=0auf I c R
erklarte Funktiong : I — K c R eine implizite Funktion, wenn es
zu jedem xe I/ genau ein ye [ gibt mit (x,y)e Dund f(x,y)=0.
Dieses y wird mit g(x) bezeichnet.

Durch f(x,y)=e’ +y’+x’+x>-1=0 (D= R?)ist genau eine
implizite Funktion g(x) : R — Rerklart, da zu jedem xe R
e’ +y’ =1-x*+x’genau ein y = g(x) existiert. Durch formale
Umrechnung kann die Gleichung

e’ +y’ +x’+x*-1=0
nicht nach y aufgelost werden.

(Uber implizite Funktionen)

Sei D c R*offenund f: D — R stetig diffbar. Ist nun(x,,y,) = D

ein Punkt der Niveaumenge f(x,,y,)=0mit f (x,,y,)# 0,dann

gibt es ein Intervall / ¢ R, K < R mit Mittelpunkten x,, y,so dafl3

gilt:

i) R::{(x,y)|xe I,ye R}DDund S, (x9,0) # 0 fUr
allex,ye R

ii) Durch f(x,,y,)=0ist auf / eindeutig eine diffbare.
implizite Funktion g : 7 — K erklart mit der Ableitungen:

fo(xg®)  f(xy)

gx)=- =— furalle xe 1

fxgx) £ (xny)

OBdA ist (x,,,) =(0,0) und f,(0,0) >0
adi) Da f stetig ist nach Voraussetzung, gilt f, (x,y) > 01in einer
ganzen UmgebungU, (0,0) £ >0
ad ii) Betrachten wir nun f auf Rechtecken
{(x,y)|—0{ <x<a-P<y< ﬁ}c U.(0,0)
Da die Funktion y — f(0, y)mit f(0,0) =0 streng
monoton wachsend ist, gilt /(0,—8) <0 und
£(0, B) > 0flr eine hinreichend kleines Intervall
—a < x<o.Diese aund S definieren I =(-a,),
K=(-pB,p).Flirein xe list f(x,y)streng

monoton wachsend und deshalb gibt es genau ein
ye K mit f(x,y)=0. Dieses eindeutig bestimmte y

iy zu xe I mit f(x, y) = 0 bezeichnen wir mit g(x).

FUr jede Folge (x, )Jaus mitx, = xgilt g(x) = g.
Somit ist g stetig.

Sei xe I,y =g(x),0y = g(x+ ) — g(x). Fur hinreichend kleines dx gilt nach
dem Mittelwertsatz:

Jx+d,y+ &) - f(x,p) = [,(§mMbk+ [, (5, mdymits € (x,x+ ) , € (y,y+ )



Nun folgt aus

flx,g(x))= fx+0x,g(x+6x)=0
und der Stetigkeit der partiellen Ableitung

5y__fx(§,77)_> [, y) (6 — o)

&  f.En T fxy

Bemerkung: Hohere Ableitungen von g(x) erhalt man mit der Kettenregel
Abl.nach’x’
fleg®)=0 = [ (xg)+f,(rx.g(x) g®)=0
: [ (g (x))
= g'(x)=--—+
[, (x g (x))
Abl.nach’x’

= [fulng@)+ £, (xgn) g @)+ 1, (x g(x) g'(x)
+ £, (% g(0) (g () + £, (v, g(x) g () =0

= g ()= —fi(fyy +21, 8+, (&))

Bemerkung: Satz Uber implizite Funktionen a3t sich auf beliebige
C' —Funktionen ' : R" > D — R verallgemeinern. Siehe Literatur!

!

Beispiel: f(x,y)=e’ +y’ +x> +x° ~1=0
i) __3x2 +2x
f,(ny) el +3y7

Flrx, =0undx, = —%giltg'(x) =0

Es gilt: g'x)=

. o, & o 6x+2
xX)=—224+21(2 + = —
g ( ) fy f-y ( fxy f:vyg) ey +3y2

, ,, 2
g(0)<0,g(—§)>0

Lokale Extrema

Sei f:R" > D — R. Ein Punktx, € D heil3t lokale Maximalstelle (bzw.
Minimalstelle) von 1, wenn es eine Umgebung U, (x,) gibt, so dal gilt fur alle
xe U, (x,)qilt

F(x) < f(x,) (bzw. f(x)2 f(x,))

Gelten diese Gleichungen fur alle xe D, so bezeichnet man diese Stellen als
globale Maximal — bzw. Minimalstellen!

Wie bestimmt man solche Extremstellen?
Man unterscheidet zwei Charakterisierungsmengen, je nachdem ob diese
Extremstellen im

einneren

e auf dem Rand von D liegen



Satz 1.28: .lokale Extremstellen im inneren®
Seix, e R"und fe C'(U,.(x,)) (¢>0)
Dann gilt:  x,lokale Extremstelle von f
= Vf(x,)
Beweis: Nach der Vorlesung besitzt Funktion
h(®) = f(x,+1,)in ¢ =0eine lokale Extremstelle.

(e, kanonischer Einheitsvektor)
Somit gilt:
] 9
0=h0) =L )
X .

1

Man bezeichnet x,einen Stationaren Punkt, wenn Vf(x,) =0 gilt.
Mit Satz 1.28 wissen wir nun, dal® wir die lokalen Extremstellen von f'in D unter den

Stationaren Punkten zu suchen haben. Ist ein stationarer Punkt keine Extremstelle,
so spricht man von einem Sattelpunkt.

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall charakterisierten wir die stationdren Punkte in
dem wir die ,zweite Ableitung“ verwendeten.

Satz 1.29: SeiD o R" offen, x, € D ein stationérer Punkt von fe C*(D,R)
und H,(x,)= (fx[y[ (xo))e R™" die Hesse-Matrix von finx,

Dann gilt:
i) H ,(x,) pos. def.= x,ist eine lokale Minimalstelle

ii) H ,(x,) neg. def.= x,ist eine lokale Maximalstelle
iii) H ,(x,) indefinit = x,ist ein Sattelpunkt

Beweis: Far jedes x,in einere —Umgebung von x, gilt , mit

S(x) = f(x)+ < Vf(xy),(x—xp) > +%(x—xo)THf(x*)(x—xo)
und Vf(x,)=0

f(x)—f(xo)=%<x—xo)THf(x*)<x—xo) ®

mit einem x* zwischen xundx, .
Da H ,(x) stetig ist, andern sich auch in einer ganzen Umgebung
von x,die Vorzeichen der Eigenwerte von H ,(x)nicht.

In dieser Umgebung ist die rechte Seite von ® stets positiv (i),
stets negativ (ii) oder sowohl positiv als auch negativ (iii). Somit

S(x)> f(x,) (i) oder
f(x) < f(x,) (ii)oder weder i) noch ii)

Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Beispiel: @ f(x,y)= \/(x—x0)2 +(y—y,) ;Minimiere
NB: /&(x,y)-c=0 (CeR)




Wir untersuchen nun Extremwertaufgaben

f(x,,....x,)=Extr.

Bei der die Menge der zulassigen Punkte x =(x,,...,x,)durch eine oder mehrere
Nebenbedingungen der Form

eingeschrankt ist.

g (x50 x,)=0,..,8,(x,...,x,) =0

Betrachten wirnun k=1. Sei E = {xe R" |g(x) = 0}. Nun bezeichnet x, € E eine
Maximalstelle (Minimalstelle) von f unter der NB g(x) =0, wenn es eine Umgebung
U, (x,)gibt, so daB f(x) < f(x,)(f(x)> f(x,))firalle xe U, (x,) N E gilt. Die
Aufgabenstellung schreiben wir kurz:

1 Methode:

2 Methode:

Beispiel:

f(x);Extr. NB : g(x)=0 (maximiere f(x), NB g(x)=0)

(expliziete Methode, funktioniert nur eingeschrank)

Man I6st g(x) = 0nach einer Variablen auf, z.B. x, = h(x,,...,x,)
Und setzt diese in f ein, d.h. man eliminiert diese Variable aus f .
Man erhalt somit eine Extremwertaufgabe ohne
Nebenbedingung:

SO X, h(X X, )= Extr.

(Parametrisierung der Nebenbedingung)
Sei g:R">D—>R" (n<m)mitg8x)=0, d.h. es gibt n NB.
Man bestimme nun zu g eine Parametrisierung
f(x,(2),...x,(Z)) ZeGcR"
der Flache g(x)=0und Iost fur
F(2) = f(x,(2),ns,,(2))

das gewohnliche EW-Problem

Man suche das Extremum von f(x, y,z) =3x” +z° + 4xy*z auf der
Flache der Einheitskugel s R’

f(x,y,z)ﬁExtr. NB g(x,y,z)=x"+y>+z°=1=0
Man wahle Kugelkoordinaten
X=r-sinycose
y=r-sinysin@
Z=r-cosy
Die Oberflache der Einheitskugel hat dann die Parametrisierung:
r=Lye(0,7)¢=[027)
f (.90, y(r,0.9).2(r, 0.9)) =

3r’sin’ ycos® @+’ cos’ y+4r’ siny cospsin® ysin® g cosy

}(qu,lﬂ) =3sin’ ycos’ @ +...



3 Methode:

(Lagrange-Methode)
Wir setzen voraus, da f'und g C' —Funktionen sein und daR
der Gradient Vg nicht verschwindet in der gesuchten Extremstelle

x, € E. Da der Vg # 0 gilt, nehmen wir OBdAaa—g(xO) #0. Nach

n

dem Satz fur implizite Funktionen ist die NB g(x) = 0lokal

um x, nach x, aufgeldst, d.h. es existiert die

Funktionx, = A(x,,...,x, ,).Da wirx, als Extremstelle angenommen
haben gilt nun

Vf[;m, h(;m, jjo

(. J
h'd

Xo
Anwenden der Kettenregel und Ableitung einer implizierten
Funktion liefert

O—BL Xy)+—— A 0)i()m ;Cn—l)

ox, ox, ox,
Jg
o o | ax, 0
:g( 0)+ax ag
" (xo)
-1
%) %)
af, 0)_% 0)( X 0)] a_fi(xo)
\ J
Y
=A€eR

=3d1e R:Vf-AVg=0

Mit obiger Schluf3folgerung haben wir den folgenden Satz gefunden

Satz 1.30:

Bemerkung:

Fur jede Extremstelle x,des Problems

f(x,y, Z);Extr. , NBg(x)=0
mitC' —Funktionen fund g und Vg(x,) # 0 gilt, daR eine Zahl A
existiert, A€ R, so dal}
VI (xy)+4,Vg(x,) =0
gilt.

Unter der Voraussetzung g, /'€ C'undVg(x,) # 0 lassen sich mit
Satz 1.30 mogliche Extremstellen finden.



Kochrezept 1.31:

Beispiel:

(Anwenden von Lagrange-Multiplikatoren)
1.Schritt: Man definiert eine Hilfsfunktion
L(X) X, , A) = (X} X, )+ A2(X) 5ees X))
2.Schritt: Man I6st das i.allg. nicht lineare Gleichungssystem
VL(x,...,x,,A)=0
3.Schritt: (schwierig)
Man stelle fest, welche gefundenen Punkte mit
VL =0 wirklich Extremstellen sind. Das ist i.allg.

recht schwierig und aufwendig. Haufig gentgt ein
direkter Vergleich der Funktionswerte.

Man maximiert das Volumen eines Quaders mit achsenparallelen
2 2 2

Kanten innerhalb eines Ellipsoiden x—2+Z—2+Z—2 =1. D.h. man
a C
untersucht das Problem maximiere V' (x, y,z) = 2x-2y -2z unter der
. x> yz 72
Nebenbedingung—+-—+—=1
ung a’> b*

Lagrange-Multiplikatoren:
2 2 2

Man setzt L(x,,...,x,,A) = 8xyz+/1(x—2+ Y +Z—2—1]und bekommt
a

" b ¢
8yz + 2 5
a
8xz + 5
VL= b
8xy +—;
xZ y2 ZZ
a_2+b_2+c_2_1
Man l6st VL =0

2

9L = 8xyz+21°—=0  (x#0)
ox a

2

=1t = —4xyz
a
ebenso
2 2 2
_ y _ z _ X
—4xyZ = /lb_z = /IC—Z(— /la—z]

Da wir 4 = 0 ausschlieen kdnnen, gilt:
2 2 2

z—z = Z—2 = x_2 und es ergibt ich die Extremstelle aus

C a
x2 y2 Z2 a b c
—+-—+-—=1dh. x=—=undebensoy=—,z=—
a® b V3 g 3 NE)
Maximales Volumen ist somit
V(x,y,z)= 8a_bc = %abc

3339
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