
Mathematik  für  Ingenieure III 
 
I Funktionen von mehreren reellen Variablen 
 
 
Definition I.1: Funktion )(xfu =  mit Dx∈ nRxfD ⊂= ))(( und Ru∈  heißen 

Funktionen von n Variablen (auch (reelle-) skalarwertige 
Funktionen). Dabei sei )...( 1 nxxX =  mit ( )niRxi ≤≤∈ 1   
Wir schreiben auch  

  n
nn RDxxxxfU ⊂∈= )...(),...( 11  ( Je nach Zusammenhang 

schreibt man auch 
    ),,(),,(),,( zyxfurfuyxfu === ϕ   
Beispiel I.2: Kegelfunktion gegeben durch  
   { }222222 0),(:),(,),( RyxRyxDyxyxyxfu ≤+≤∈=∈+==  
   und Höhenlinien (bzw. Niveau o. Äquvipotentiallinien) 
   { }hyxfDyxh =∈= ),(),(  
 
 
Partielle Ableitungen der Gradienten 
 
Definition I.3:  offenRD n⊂  

RDf →: und ( ) Daa n ∈,...,1 . Existieren die Ableitungen der  
partiellen Funktion 
 ),...,,,,...,,( 1121 niiii aaxaaafx +−�  
an der Stelle ii ax = , so nennt man dies die partielle Ableitung 
von f nach ix  im Punkt ia . 
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  (man beachte hier ∂ anstatt d ! 
Für partielle Ableitungen verwendet man auch die Notation 
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Kann die Reihenfolge der Differenzierung vertauscht werden? 
 

Beispiel I.2:  Sei 
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   Außerhalb des Punktes (0|0) gelten 
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Definition I.6: Die partielle Ableitung einer Funktion zu einem Vektor 

zusammen gefaßt, bezeichnet man als Gradienten von f an 
 Der Stelle x  
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 f heißt k-mal partiell diffbar. ,wenn alle k-ten Ableitungen 
existieren, sind sämtliche Ableitungen stetig, dann heißt  

 f  k-mal stetig partiell Diffbar. 
 
Definition I.7: Sei 4RD ⊂ offen. Die Menge der k-mal stetig part. diffb. 

Funktionen RDf →: bezeichnen wir jetzt mit ),( RDCk (oder 
kurz kC , wenn D  und R aus dem Zusammenhang klar sind)und 
nennen ),( RDCf k∈ eine kC - Funktion. 

 { :::),( fRDfRDCk →= k-mal stetig part. diffbar. } 
 ),(0 RDC { fRDfRDC →== ::)),(( ist stetig } 
 
Definition I.8: (Satz von Schwarz) 
 Sei Ø nRD =≠ offen . Dann sind für jedes )(DCf m∈ )( Nm∈ die 

part. Ableitung der Ordnung m≤ unabhängig von der Reihenfolge 
der Differentiation. 
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Definition I.9: (Landau-Symbol, klein o) 
 Für RDRgf n →⊂:, und Dx ∈0 , Nk ∈ schreibt man  
  kxxoxgxf )()()( 0−+=  
 falls 

  0)()(lim
0

0

=
−
−

→ kxx xx
xgxf  

Bemerkung: O-Symbol ist keine eindeutig festgelegte Funktion. 
 
Die Approximation einer diffb. Funktion einer Variablen RIf →: RI ⊂( offenes  
Intervall) in der Umgebung von Ix ∈0 durch eine lineare Funktion 
 ))(´()()( 000 xxxfxfxg −+=  
wird mit dem O-Symbol geschrieben als 
 )())(´()()( 0000 xxoxxxfxfxf −+−+=  
Für Funktionen von mehreren Variablen gewährt die partielle Differenzierbarkeit 
allein noch nicht die analoge Approximation durch lineare Funktionen. 
 
Definition I.10: Sei nRD ⊂ offen. Eine Funktion RDf →: heißt in Dx ∈0 total 

differenzierbar (oder linear approximierbar, wenn es einen Vektor 
nRa∈ mit 

(i) )()(,)()( 000 xxoxxaxfxf −+>−<+=  
(für x nahe 0x ) gilt 
 

 Anschauliche Deutung: 
  Der „über“ 2RD ⊂ liegende Graph 
  ),( yxfz = wird in der Nähe des  
  Flächenpunktes )),(,,( 0000 yxfyx  

durch die Ebene 
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mit einem Fehler )²()²(),( 00 yyxxoyxR −+−=  
 
Satz i.11:  Ist f in Dx ∈0 total diffb., )()(,)()( 000 xxoxxaxfxf −+>−<+= , 
   Dann gilt: 

a) f ist stetig in 0x  

b) >=<−+
→

vaxfhvxf
hh

,))()((1lim 000
  )0,( ≠∈ vRv n  

c) f ist part. diffb. und a eindeutig bestimmt als grada = f . 
 
Beweis: a) 0)()(,lim)()(lim 000

00

=−+>−<==
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xxxx

 

b) Für Punkte der Geraden hvx +0 ergibt (i)(in Def.I10) 
)(,)()( 00 hvovahxfhvxf +><=−+ Division durch h und 

anschließenden Grenzübergang liefert die Behauptung. 



c) Man nimmt iev =  in b) und erhält  
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Im Sinne von Def.I.10 bedeutet  
 gradxfxf <+= )()( 0 )(),( 000 xxoxxxf −+>−  
die lineare Approximation von )(xf nahe bei 0x . 
 
Satz I.12:  Jede 1C - Funktion RDf →: nRD ⊂( offen) ist auf D  total 
diffbar. 
 
Beispiel: In der Umgebung von )1,1( lautet die lineare Approximation der Funktion 

yyxxyxf ++= 234 2),(  
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    = oyx +−+−+ )1(5)1(104  
 Dementsprechend 
   )1(5)1(104 −+−+= yxz  bzw. 11510 =−+ zyx  
 die Gleichung der Tangentialebene der Fläche 
   yyxxz ++= 234 2  
 im Flächenpunkt )4,1,1(  
 
 
Richtungsableitung 
 

 Partielle Ableitungen )(x
x
f
i∂

∂ geben die Änderung der Funktion in 

Richtung der Koordinatenachsen an. 
 Wie sieht es mit anderen Richtungen aus?  
 Betrachten wir den Fall 2=n ! 
 
Man lege jetzt eine zur z-Achse parallele Ebene durch die Gerade 
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Die Schnittläufe des Graphen ),( yxfz = besitzt 
die Darstellung: 
 

 
















++
+
+

=
),(

)(

2010

20

10

vyvxf
tvy
tvx

tx  

            z 
 
 
 
                                        y 
 
 
               
           x                v 



 
 
Mit dem Tangentialvektor: 
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im Kurvenpunkt )),(,,( 0000 yxfyx . 
Die Tangente hat den Anstieg 
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Die motiviert den Begriff Richtungsableitung. Zu jedem Vektor nRv∈ , 1=v , nennen  
wir den Grenzwert 

  ( ))()(1lim)( 10
xftvxf

t
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(so fern er existiert) die Richtungsabweisung von f  an der Stelle x in Richtung 1v . 
 
Bemerkung: Notation: Anstatt )(xfv∂ verwendet man häufig auch 

Schreibweisen wie 

  )(x
v
f
∂
∂ oder )(xfDv  

 
Satz i.14: Sei nRD ⊂ offen. Für alle total diffbar. Funktionen RDf →: und 

für jeden Vektor nRv∈ , 1=v , gilt 

   gradxvf =<∂ )( 
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Wie sieht es mit dem Änderungsverhalten einer Funktion längs eines im Def.bereich 
verlaufenden Kurve (z.B. Bahn eines bewegten Punktes) aus? 
 
Diese Untersuchung führt zur Kettenregel. 
 
Satz i.16: Für jede 1C - Funktion RDf →: , nRD ⊂ offen, und für jedes 

Kurvenstück [ ] DbaRx →⊃ ,: gilt: 

  ( ) ( ))(),...,(),()( 21 txtxtxf
dt
dtxf

dt
d

n=  

 








∂
∂++









∂
∂+









∂
∂=

•••
)()(...)()()()( 22

2

1

.

1
1

txtx
x
ftxtx

x
ftxtx

x
f

nn
n

 

 grad=< ( ) >
•

)(,)( txtxf  
 
Bedeutung des Gradienten 
 



Sei RDRf n →⊃: ein 1C - Funktion. Dann ist der Anstieg im Punkt Dx∈ in Richtung 
eines Vektors 1, =∈ vRv n gegeben durch  

αα cos)(cos)(),()( xfvxfvxfxvf ∇=∇>=∇=<∂  
wobei α der Winkel zwischen den Vektoren )(xf∇ und v ist. 

)(xvf∂ ist am größten, falls 1cos =α d.h. 0=α ist 
 
Also gilt: für 0)( ≠∇ xf  
  Richtung von =∇ )(xf Richtung des stärksten Anstiegs von x f in x . 
 
 
Vektorwertige Funktionen 
 
Betrachten wir Funktionen, die jedem Ortsvektor nRDx ⊂∈  ein 
Vektor nRf ∈)(λ zuordnen. 
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und übertragen alle Begriffe skalarer Funktionen auf vektorwertige Funktionen. 
 
Definition I.19: Sei nn RDRf →⊃: und Dxx ∈21 ,  

i) Grenzwert, partielle Differentiation und Landau-Symbol „o“ 
sind komponentenweise definiert, d.h. 
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( ) ( )00 )()( xxoxfxxoxf k −=⇔−=  ),...,1( mk =  
    

ii) f stetig, part. diffb. oder 1C - Funktion genau dann wenn 
sämtliche Komponentenfunktionen kf von f ),...,1( mk =  
stetig part. diffb. bzw. 1C - Funktion sind. 

 
iii) f heißt in Dx ∈0 total diffb. oder linear approximierbar, 

wenn es ein ( )nn× - Matrix A und eine ε - 
Umgebung )( 0xU ε in D gibt, so daß für alle )( 0xUx ε∈ gilt: 
⊗ ( )000 )()()( xxoxxAxfxf −+−+=                                   
lineare Approximierbarkeit aller Komponentenfunktionen 
folgt aus⊗  , d.h.: 



 
  ( )( )00000 )(),()( xxoxxxfxfxf kkk −+>−∇<+=  
 
 
Man definiert daher die Funktionsmatrix oder Jacobi- Matrix von f in x : 
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Mit Satz I.11 ist A in⊗ eindeutig bestimmt als 
 )( 0xJA f=  
Die lin. App.eigenschaften schreibt man ( )1Cf ∈   
 ))(()()( 000 xxxJxfxf f −+≈  
mit einem Fehler 
 ( )0xxo −  
 
Für nRx∈ , RxfRxwxv m ∈∈ )(,)(),(  und R∈βα , . Es gelten die Ableitungsregeln: 

a) )()()( xJxJxJ wv βαβα βα +=+  
b) )()()()( xJxvhJxfJ fvfv +=  

        ( )Tv xfxvxJxf )()()()( ∇+=  
c) )()()()( xJxwxJxvJ v

T
W

T
wvT +=  

d) )()()()( xJxwxJxvJ vwwv ×−×=×  

 
 
Kettenregel 
  
 Seien 2:,: RGRgRDRf mmn →⊃→⊃ mit GDf ⊂)( , f und g nacheinander 
 ausgeführt ergeben die Komposition ( ).)())((,: 2 xfgxfgRDfg =→ ��  
 
Satz I.20: Sind mn RDRf →⊃: in ,0 Dx ∈ 2: RGRg m →⊃ in Gxf ∈)( 0  

linear approximierbar, dann ist auch die Komposition fg �  linear 
approximierbar und es gilt: 

   ( ))()()( 000 xJxfJxJ fgfg ⋅=
�

 
 
 
Räumliche Skalaren- und Vektorenfelder 
 
Für den Fall 3R betrachten wir spezielle Skalaren- und Vektorenfelder. 
•ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt Dx∈ eine Zahl (Skalar) ausR zu. 
•ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt Dx∈ einen Vektor 1,)( >∈ mRxv m . 
Man spricht von einem −kC Skalarfeld f oder einem −kC Vektorfeld vaufD  
wenn f bzw. v  −kC Funktionen sind. 



Jede −1C Funktion RDRf →⊃3: ordnen wir das Vektorfeld Gradient zu 

 3: RDf →∇  ,  
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Jeder −2C Funktion f mit dem Laplace-Operator∇ das Skalarfeld f∇  
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Sei 33: RDRv →⊃ ein −1C Vektorfeld dann definieren wir ein Skalarfeld 

 „Divergenz“ RDdiv →: ,div
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und ein Vektorfeld 

 „Rotation“ 3: RDrot → , rot ( ) =×∇= vxv )(
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Es beschreiben „div v “die Quellendichte und „ rot v “die Wirbeldichte des 
Vektorfeldesv . 
 
Rechenregeln 
 
i) gradrot( 0) =f  
ii) rotdiv( 0) =v  
iii) graddiv( ff ∇=)  
iv) gradvfdiv =<⋅ )( divfvf ⋅+>, v  
v) gradvfrot =⋅ )( rotfvf ⋅+× v  
vi) rotrot( divgradv () = vv ∇−)  
            (Komponentenweise auswerten)  
Man bezeichnet ein Vektorfeldvals ein Gradientenfeld, wenn es ein Skalarfeld f auf 
G gibt so daß 
  gradxv =)( )(xf  )( Gx∈  
Die Funktion )(: xfU −= nennt man das Potential des Vektorfeldes v , und man sagt 
vbesitzt ein Potential. 
 
Satz I.22 Sei vein −1C Vektorfeld auf der offenen Menge nRD ⊆ . Dann 

kann vhöchstens ein Potential besitzen, wenn seine Ableitungen 

symmetrisch sind, d.h.  
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Beweis: Im Falle gradv = f ist nämlich 
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Die Taylor-Formel: 
Zur Erinnerung die Taylor-Formel im Eindimensionalen 
 
Satz I.23 RI ⊂ offen )(1 ICf k+∈  
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  mit dem Lagrange-Restglied 
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Verallgemeinern wir die Taylor-Formel aus Satz I.23 auf −+1kC Funktionen 

RIRf n →⊃:  in 1>n  Veränderlichen. 
Betrachten wir für Dx∈  und nRv∈  die Funktion )(:)( tvxfth +=  )10( ≤≤ t  
Dies setzt voraus  ,daß die ganze x und vx + verbindende Strecke in I liegt. 
Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, daß D konvex ist, d.h. 

i) D  offen 
ii) DxytxDyx ∈−+⇒∈ )(,  )10( ≤≤ t  

Die Taylor-Formel für )(th ausgewertet für 0=t lautet: 
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Die Ableitung )()( th l bzw. )0()(lh lassen sich mit der Kettenregel bestimmen. Dazu 
verwenden wir den Diverentialoperator 
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Satz I.24:  (Taylor-Formel für n-Variablen) 

Sei nRD ⊂ ein konvexes Gebiet, ),(1 RDCf k+∈ , Dx∈ . Dann gilt 
mit Dvx ∈+ die Approximationsformel 
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Bemerkung: Mit Hilfe von Satz I.24 läßt sich eine Funktion )(xf ( )nRx∈  in der 

Umgebung eines festen Punkts Dx ∈0 durch ein Polynom (sog. 
Taylor-Plynom) approximieren. 
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  Für den Fehler gilt ( )2
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Für eine −2C Funktion heißt die nach dem Satz von Schwarz symmetrische Matrix 
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die Hesse-Matrix im Punkt x . 
 
Da >∇=<∂ vxfxfv ),()( und >=<=∂ vxHvvxHvxf ff

T
v )(,)()(2  

Ergibt sich die Taylor-Formel für einige spezielle 2,1,0=k  in ⊗ einsetze 0xx =  dann 

0xxv −=  
Korollar I.25: Spezialfälle der Taylor-Formel 

a) >−∇<+= 0

~

0 ),()()( xxxfxfxf (Mittelwertsatz) mit 

)( 0

~
xxxx −+= λ  [ ]( )1,0∈λ  

b) )()()(
2
1),()()( 0

~

0000 xxxHxxxxxfxfxf f
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~
xxxx −+= λ  [ ]( )1,0∈λ  
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2
1),()()( xxoxxxHxxxxxfxfxf f

T −+−⋅⋅−+>−∇<+=

 
Implizite Funktionen 
 
Bisher hatten Funktionen RDRg →⊃: die wir 
Mit den Methoden der Differentialrechnung 
Untersucht haben, die explizite Form )(xgy = . 
Ist der Zusammenhang zwischen x und y  je- 
doch eine Gleichung 0),( =yxf  implizit ge- 
geben, so ist y i.allg. nicht eindeutig festgelegt. 
 
 
 
 

 
 
 
K 
  0),( =yxf  
 
 
 
      I 

  Y 
 
 
 
      x 



Definition I.25: Sei RDRf →⊃2: . Man nennt, die durch 0),( =yxf auf RI ⊂  
erklärte Funktion RKIg ⊂→: eine implizite Funktion, wenn es 
zu jedem Ix∈ genau ein Iy∈ gibt mit Dyx ∈),( und 0),( =yxf . 
Dieses y wird mit )(xg bezeichnet. 

 
Beispiel: Durch 01),( 233 =−+++= xxyeyxf y  )( 2RD = ist genau eine 

implizite Funktion RRxg →:)( erklärt, da zu jedem Rx∈  
323 1 xxye y +−=+ genau ein )(xgy = existiert. Durch formale 

Umrechnung kann die Gleichung 
   01233 =−+++ xxye y  
  nicht nach y aufgelöst werden. 
 
Satz I.26: (über implizite Funktionen) 
  Sei 2RD ⊂ offen und RDf →: stetig diffbar. Ist nun ⊂),( 00 yx D  

ein Punkt der Niveaumenge 0),( 00 =yxf mit 0),( 00 ≠yxf y ,dann 
gibt es ein Intervall RI ⊂ , RK ⊂ mit Mittelpunkten 00 , yx so daß 
gilt: 
i) { } DRyIxyxR ⊃∈∈= ,),(: und 0),( 00 ≠yxf y  für 

alle Ryx ∈,  
ii) Durch 0),( 00 =yxf ist auf I eindeutig eine diffbare. 

implizite Funktion KIg →: erklärt mit der Ableitungen: 
( )
( )

( )
( )yxf
yxf

xgxf
xgxf

xg
y

x

y

x

,
,

)(,
)(,

)´( −=−=  für alle Ix∈  

 
Beweis: OBdA ist )0,0(),( 00 =yx und 0)0,0( >yf  
 ad i) Da yf stetig ist nach Voraussetzung, gilt 0),( >yxf y in einer 
  ganzen Umgebung )0,0(εU 0>ε  
 ad ii) Betrachten wir nun f auf Rechtecken 

{ } )0,0(,),( εββαα Uyxyx ⊂≤≤−≤≤−  
  Da die Funktion ),0( yfy→ mit 0)0,0( =f streng 

monoton wachsend ist, gilt 0),0( <−βf  und 
0),0( >βf für eine hinreichend kleines Intervall 
αα ≤≤− x . Diese α und β definieren ),(: αα−=I , 

),(: ββ−=K . Für ein Ix∈ ist ),( yxf streng 
monoton wachsend und deshalb gibt es genau ein 

Ky∈ mit 0),( =yxf . Dieses eindeutig bestimmte y  
zu Ix∈ mit 0),( =yxf bezeichnen wir mit )(xg . 

  Für jede Folge ( )nx aus I mit xxn ⇒ gilt gxg ⇒)( . 
  Somit ist g stetig. 
Sei )()(),(, xgxxgyxgyIx −+==∈ δδ . Für hinreichend kleines xδ gilt nach 
dem Mittelwertsatz: 

yfxfyxfyyxxf yx δηξδηξδδ ),(),(),(),( +=−++ mit ),( xxx δξ +∈ , ),( yyy δη +∈  

  y 
 
     β  
 
     -α    α     x 
 
 
 
  β−  



Nun folgt aus  
( ) ( ) 0(,)(, =+∂+= xxgxxfxgxf δ  

und der Stetigkeit der partiellen Ableitung 

          ( )
( )

( )
),(

,
,
,

yxf
yxf

f
f

x
y

y

x

y

x −→−=
ηξ
ηξ

δ
δ  ( )ox→δ  

 
Bemerkung: Höhere Ableitungen von )(xg erhält man mit der Kettenregel 

 ( ) ( ) ( ) 0)´()(,)(,0)(,
´´.

=⋅+⇒= xgxgxfxgxfxgxf yx

xnachAbl
 

 ( )
( ))(,

)(,
)´(

xgxf
xgxf

xg
y

x−=⇒  

 ( ) ( ) ( ) )´()(,)´()(,)(,
´´.

xgxgxfxgxgxfxgxf yyxyxx

xnachAbl
⋅+⋅+⇒  

            ( ) ( ) 0)´´()(,))´(()(, 2 =⋅+⋅+ xgxgxfxgxgxf yyy  

 ( )2´)(´21)´´( gfgff
f

xg yyxyyy
y

++−=⇒  

Bemerkung: Satz über implizite Funktionen läßt sich auf beliebige 
 −1C Funktionen RDRf n →⊃: verallgemeinern. Siehe Literatur! 
 

Beispiel: 01),(
!

233 =−+++= xxyeyxf y  

 Es gilt: 2

2

3
23

),(
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)´(
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yxfxg y
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x

+
+−=−=  

 Für 01 =x und
3
2

2 −=x gilt 0)´( =xg  

 ( ) ...
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+=++−=
ye

xgff
f
g

f
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xg yyyxy
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xx  
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3
2´(,0)0´( >−< gg  

 
Lokale Extrema 
 
Sei RDRf n →⊃: . Ein Punkt Dx ∈0 heißt lokale Maximalstelle (bzw. 
Minimalstelle) von f , wenn es eine Umgebung )( 0xU ε gibt, so daß gilt für alle 

)( 0xUx ε∈ gilt 
 )()( 0xfxf ≤   (bzw. )()( 0xfxf ≥ ) 
Gelten diese Gleichungen für alle Dx∈ , so bezeichnet man diese Stellen als 
globale Maximal – bzw. Minimalstellen! 
 
Wie bestimmt man solche Extremstellen? 
Man unterscheidet zwei Charakterisierungsmengen, je nachdem ob diese 
Extremstellen im  

• inneren 
• auf dem Rand vonD liegen 
 
 



Satz I.28: „lokale Extremstellen im inneren“ 
 Sei nRx ∈0 und ( ))( 0

1 xUCf ε∈   ( )0>ε  
 Dann gilt: 0x lokale Extremstelle von f   
   )( 0xf∇⇒  
Beweis: Nach der Vorlesung besitzt Funktion 
 )(:)( 0 ie

txfth += in 0=t eine lokale Extremstelle. 
 ( ie kanonischer Einheitsvektor) 
 Somit gilt: 

  )()(0 0xx
fth
i∂

∂==
⋅

 

 
Man bezeichnet 0x einen Stationären Punkt, wenn 0)( 0 =∇ xf gilt. 
Mit Satz I.28 wissen wir nun, daß wir die lokalen Extremstellen von f in D  unter den 
Stationären Punkten zu suchen haben. Ist ein stationärer Punkt keine Extremstelle, 
so spricht man von einem Sattelpunkt. 
Ähnlich wie im eindimensionalen Fall charakterisierten wir die stationären Punkte in 
dem wir die „zweite Ableitung“ verwendeten. 
 
Satz I.29: Sei nRD ⊃ offen, Dx ∈0 ein stationärer Punkt von ),(2 RDCf ∈  

und ( ) nn
yxf RxfxH
ii

×∈= )()( 00 die Hesse-Matrix von f in 0x  
 Dann gilt: 

i) )( 0xH f pos. def. 0x⇒ ist eine lokale Minimalstelle 
ii) )( 0xH f neg. def. 0x⇒ ist eine lokale Maximalstelle 
iii) )( 0xH f indefinit 0x⇒ ist ein Sattelpunkt 

 
Beweis: Für jedes 0x in einer −ε Umgebung von 0x gilt , mit 

 ))(()(
2
1)(),()()( 00000 xxxHxxxxxfxfxf f

T −−+>−∇<+= ∗  

 und 0)( 0 =∇ xf  

  ))(()(
2
1)()( 000 xxxHxxxfxf f

T −−=− ∗  ⊗  

 mit einem ∗x  zwischen x und 0x . 
 Da )(xH f stetig ist, ändern sich auch in einer ganzen Umgebung 
von 0x die Vorzeichen der Eigenwerte von )(xH f nicht. 
In dieser Umgebung ist die rechte Seite von ⊗ stets positiv (i), 
stets negativ (ii) oder sowohl positiv als auch negativ (iii). Somit 
 )()( 0xfxf > (i) oder 

)()( 0xfxf < (ii)oder weder i) noch ii) 
 
Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen 
 

Beispiel:        ),( 00 yxf    
!

2
0

2
0 )()(),( =−+−= yyxxyxf Minimiere 

  NB: 0),( =− cyxh   ( )RC∈  



Wir untersuchen nun Extremwertaufgaben 

 
!

1 ),...,( =nxxf Extr. 
Bei der die Menge der zulässigen Punkte ),...,( 1 nxxx = durch eine oder mehrere 
Nebenbedingungen der Form  
 0),...,(,...,0),...,( 111 == nkn xxgxxg  
eingeschränkt ist. 
Betrachten wir nun 1=k . Sei { }0)(: =∈= xgRxE n . Nun bezeichnet Ex ∈0 eine 
Maximalstelle (Minimalstelle) von f unter der NB 0)( =xg , wenn es eine Umgebung 

)( 0xU ε gibt, so daß ( ))()()()( 00 xfxfxfxf ≥≤ für alle ExUx ∩∈ )( 0ε gilt. Die 
Aufgabenstellung schreiben wir kurz: 

 .)(
!
Extrxf =  0)(: =xgNB  (maximiere )(xf , NB 0)( =xg ) 

 
1 Methode: (expliziete Methode, funktioniert nur eingeschränkt) 
 Man löst 0)( =xg nach einer Variablen auf, z.B. ),...,( 1 nn xxhx =  

 Und setzt diese in f ein, d.h. man eliminiert diese Variable aus f .  
Man erhält somit eine Extremwertaufgabe ohne 
Nebenbedingung: 

  .)),...,(,,...,(
!

1111 Extrxxhxxf nn =−−  
 
 
2 Methode: (Parametrisierung der Nebenbedingung) 
 Sei nm RDRg →⊃:  )( mn ≤ mit 0)8 =xg , d.h. es gibt n NB. 
 Man bestimme nun zu g eine Parametrisierung 
  ( ))(),...,(1 ZxZxf n  nRGZ ⊂∈  
 der Fläche 0)( =xg und löst für 
  ))(),...,(()( 1 zxzxfzF m=  
 das gewöhnliche EW-Problem 
 
Beispiel:  Man suche das Extremum von zxyzxzyxf 432 43),,( ++= auf der 

Fläche der Einheitskugel 3Rs∈  

   .),,(
!
Extrzyxf =  NB 01:),,( 222 =−++= zyxzyxg  

 Man wähle Kugelkoordinaten 
   ϕψ cossin⋅= rx  
   ϕψ sinsin⋅= ry  
   ψcos⋅= rz  
 Die Oberfläche der Einheitskugel hat dann die Parametrisierung: 
   ( ) )[ πϕπψ 2,0;,0;1 =∈=r  
 ( ) =),,(),,,(),,,( ψϕψϕψϕ rzryrxf  
  

 ψϕψϕψψϕψ cossinsincossin4coscossin3 22423222 rrr ++  

 ...cossin3),,1( 22
~

+= ϕψψϕf  
 
 



 
3 Methode: (Lagrange-Methode) 
 Wir setzen voraus, daß f und g −1C Funktionen sein und daß 

der Gradient g∇ nicht verschwindet in der gesuchten Extremstelle 

Ex ∈0 . Da der 0≠∇g gilt, nehmen wir oBdA 0)( 0 ≠
∂
∂ x
x
g

n

. Nach 

dem Satz für implizite Funktionen ist die NB 0)( =xg lokal 
um 0x nach nx aufgelöst, d.h. es existiert die 
Funktion ).,...,( 11 −= nn xxhx Da wir 0x als Extremstelle angenommen 
haben gilt nun 
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∇ −− nn xxxhxxxf  

        
    
                         0x    
 Anwenden der Kettenregel und Ableitung einer implizierten 

Funktion liefert 
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           R∈= λ  

   0: =∇−∇∈∃⇒ gfR λλ  
 
Mit obiger Schlußfolgerung haben wir den folgenden Satz gefunden 
 
Satz I.30: Für jede Extremstelle 0x des Problems 

 .),,(
!
Extrzyxf = , NB 0)( =xg  

 mit −1C Funktionen f und g  und 0)( 0 ≠∇ xg gilt, daß eine Zahlλ  
existiert, R∈λ , so daß 

   0)()( 000 =∇+∇ xgxf λ  
 gilt. 
 
Bemerkung: Unter der Voraussetzung 1, Cfg ∈ und 0)( 0 ≠∇ xg lassen sich mit 

Satz I.30 mögliche Extremstellen finden. 
 
 
 



 
Kochrezept I.31: (Anwenden von Lagrange-Multiplikatoren) 
 1.Schritt: Man definiert eine Hilfsfunktion 

),...,(),...,(),,...,( 111 nnn xxgxxfxxL λλ +=  
 2.Schritt: Man löst das i.allg. nicht lineare Gleichungssystem 
  0),,...,( 1 =∇ λnxxL  
 3.Schritt: (schwierig) 
  Man stelle fest, welche gefundenen Punkte mit 

0=∇L  wirklich Extremstellen sind. Das ist i.allg. 
recht schwierig und aufwendig. Häufig genügt ein 
direkter Vergleich der Funktionswerte. 

 
Beispiel: Man maximiert das Volumen eines Quaders mit achsenparallelen 

 Kanten innerhalb eines Ellipsoiden 12
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2
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c
z

b
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a
x . D.h. man 

 untersucht das Problem maximiere zyxzyxV 222),,( ⋅⋅= unter der 

 Nebenbedingung 12
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a
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 Lagrange-Multiplikatoren: 

 Man setzt 
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 Man löst 0=∇L  

 028)(
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 Da wir 0=λ ausschließen können, gilt: 
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 Maximales Volumen ist somit 
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